


Einfihrung in die elektromagnetische Tiefenforschung

0. Einleitung, Grundgleichungen

Die elektromagnetische Tiefenforschung setzt sich zum Ziel, unter
Ausnutzung der natlrlichen erdmagnetischen Variationen oder mit
Hilfe kiinstlicher elektrischer Quellen Aufschlisse iilber die Vertei-
lung der elektrischen Leitf&higkeit im Erdinneren zu erhalten. Die
natlirlichen Quellen ermdglichen Aussagen {liber die Leitf&dhigkeit in
Erdkruste und Oberem Mantel, mit den schwidcheren kiinstlichen Quel-
len ist insbesondere der noch wirtschaftlich nutzbare Tiefenbereich
von einigen Hektometern bis Kilometern erfaBbar. Gegenstand dieser
Vorlesung ist eine Auswahl von Methoden der elektromagnetischen
Tiefenforschung, die auf elektromagnetischer Induktion. beruhen.

Ausgenommen ist also insbesondere die Gleichstromgeoelektrik. Bei
Induktionsmethoden wird die Tatsache ausgenutzt, daB zeitlich vari-

Wichtige Bezeichnungen:

Vektoren unterstrichen: r,

[Ny |

Einheitsvektoren mit Dach:
Matrizen zweimal unterstrichen: A

# bezeichnet die komplex-konjugierte GréBe: f*, E*
partielle Ableitungen 3f/ ax =: Bxf

zeitliche Ableitungen auch mit Punkt: B

X, ¥, 2, t kartesische Koordinaten und Zeit
Ortsvektor

Kreisfrequenz

Periode

elektrische Leitfdhigkeit [S/m]

= 1/@ spezifischer elektrischer Widerstand [Slnﬂ
integrierte Leitf&higkeit (= Leitwert) [S]
normierte Zeit (bei Transienten) - dimensionslos
Vektor der magnetischen KraftfluBdichte [Vs/m?] = [T]
Vektor der magnetischen Feldstirke [A/m]
Magnetisierung [A/m]

elektrische Stromdichte [A/m?]

elektrische Feldstidrke fv/m]

magnetisches Moment, m = |{m| [Am?]

elektrisches Strommoment, d = [d] [Am]
magnetische Permeabilitidt [Vs/Am]
Vakuumpermeabilitdt (=4R-10—7Vs/Am)
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able magnetische Quellfelder ein elektrisches Feld induzieren,

so daB im leitf&higen Untergrund Strdme flieBen, deren Magnetfeld
sich dem Quellfeld {liberlagert. Das an der Erdoberfl&che beobacht-
bare elektromagnetische Feld hidngt damit ab von der rdumlich-zeit-

lichen Struktur des Quellfeldes und der Leitfdhigkeitsverteilung.

Wahrend die natiirlichen magnetischen Quellfelder der Strdme in
Ionosphdre und Magnetosphdre und etwa magnetische Dipole als kiinst-
liche Quellfelder induktiv an den Erdboden gekoppelt sind, haben
geerdete elektrische Dipole (mit zeitlich variablem Strommoment)
zusdtzlich eine galvanische Ankopplung und liefern daher auch im
Gleichstromfall allein durch die galvanische Verzerrung des elektri-

schen Feldes Aussagen iber den Untergrund.

Die induzierten Strdme flieBen so, dafl das induzierende Magnetfeld
im Leiter geschwidcht wird und daher mit der Tiefe abnimmt ("Skin-
effekt"). Der zur Verfigung stehende Periodenbereich und die mitt-
lere Leitfdhigkeit bestimmen zusammen mit der Entfernung Sender-
Empfédnger die Aussagetiefe eines elektromagnetischen Verahrens im
Frequenzbereich. (Anders liegen die Verh&dltnisse bei den an Bedeu-
tung gewinnenden elektromagnetischen Transientenverfahren, bei
denen die Erkundungstiefe im wesentlichen durch die Leistung des
zur Verfligung stehenden Senders bestimmt wird.) - Fir den einfach-
sten Fall eines quasi-homogenen Feldes der Kreisfrequenz « Uber
einem homogenen Halbraum mit der Leitfdhigkeit & bzw. dem spezifi-

schen Widerstand § =1/6 betridgt die elektromagnetische Eindring-

tiefe p

[2/(@ug)]™
p ={5007¢T (p inm, T in s, @ in Qm) (0.1)
307/fT (p in km, T in h, ¢ in (m)

Fig. (0.1) zeigt typische Amplituden (B, E) und Aussagetiefen (zx)

fiir die natiirlichen magnetischen Variationen. Die Aussagetiefe zx,
die als die Schwerpunktstiefe des induzierten Stromsystems definiert
werden kann, ist flir den homogenen Halbraum halb so grof wie die
Eindringtiefe p. Flir den geschichteten Halbraum ist allein z* sinn-
voll, da E und B unterschiedlich abfallen. Die charakteristischen
Amplituden des zeitlich variablen Anteils des Erdmagnetfeldes,
die im oberen Teil von Fig. 0.1 dargestellt sind, liegen zwischen

0.7 nT und 100 nT (Horizontalkomponente in mittleren Breiten). Sie
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Fig. 0.1: Typische Oberfl&dchenwerte von Horizontalkomponenten der
magnetischen KraftfluBdichte B und des elektrischen Feldes E sowie
der induzierten Stromsysteme als

typische Sdherpunktstiefen z

Funktion der Periode T. Dargestellt sind E und z

flir einen Unter-

grund mit (ausgezogen) und ohne (gestrichelt) Sedimentbedeckung.
Magnetfeldamplituden nach P.H. Serson, Physics of the Earth and
. Planetary Interiors, 7, 313-322, 1973. - Weitere Einzelheiten im

Text.




sind zu vergleichen mit dem Betrag des erdmagnetischen Hauptfeldes

von etwa 5-104 nT. Wahrend das langperiodische Kontinuum (T>»1O6

s)
die Sdkularvariation des aus dem Erdinneren stammenden Hauptfeldes
beschreibt, haben die dem Kontinuum lberlagerten Spitzen und der
kurzperiodische Teil des Spektrums ihre Ursachen auBerhalb der Er-
de. Da diese SchWankungen durch die Partikel- und Wellenstrahlung
der Sonne verursacht werden, befinden sich Spitzen bei den fiir das
System Erde-Sonne bedeutsamen Perioden von 1 d, 27 d (Sonnenrota-
tion), 1 a und 11 a (Sonnenfleckenzyklus). AuBerdem treten die ho-
heren Harmonischen dazu auf. Das erh®hte Kontinuum zwischen 1 d

und 27 d wird durch die magnetischen Stiirme verursacht, das kr&ftige
Maximum bei Perioden um 1 h, die polaren Teilstlrme oder Baystdrun-
gen, stammt von starken Elektrojets in der Polarlichtzone, die ih-
re Ursachen in Instabilitdten auf der Nachtseite der Magnetosphére
haben. Die mit Pc?1 bis Pc5 bezeichneten Spitzen, die kontinuierlichen
Pulsationen, sind resonanzartige Erscheinungen in dexr Magnetosphdre.
Nach hoheren Frequenzen, ilber das dargestellte Spektrum hinaus,
schlieBen sich vorwiegend durch Gewitteraktivitdt verursachte Sto-

rungen an, die bis in den HOrfrequenzbereich reichen.

Die GrtBe der von B induzierten elektrischen Felder hdngt von der
Leitfdhigkeit des Untergrundes ab. In der unteren Hd8lfte des oberen
Teils von Fig 0.1 sind die Amplituden E der elektrischen Oberfldchen-
felder fiir zwel Widerstandsmodelle dargestellt. Die durchgezogene
Linie bezieht sich auf ein Modell mit einer dicken gutleitenden
Sedimentschicht (z.B. Norddeutsches Becken), bei der gestrichelten
Linie reicht hochohmiges kristallines Gestein bis an die Erdoberfld-
che. Einem elektrischen Feld von 1 mV/km entsprechen in den Modellen
Oberflidchenstromdichten von 333 mA/km? (Sediment) bzw. 4 mA/km?
(Kristallin).

Der untequeil von Fig. 0.1 zeigt die Schwerpunktstiefen der indu-
zierten Stromsysteme flir ein guasi-homogenes Quellfeld. Im Sediment-
modell flieBen insbesondere bei kurzen Perioden die Strbme in dex

gutleitenden Schicht und verringern damit die Schwerpunktstiefe.

Die Angabe von typischen Amplituden wie in Fig. 0.1 ist eigentlich
nur fiir ein Linienspektrum sinnvoll, flir ein kontinuierliches Spek-
trum beinhaltet sie die Integration idber ein Frequenzband und ver-
liexrt deshalb ohne‘Spezifizierung der Bandbreite ihren Sinn. Deshalb
sind die Feldwerte in Fig. 0.1 auBerhalb der Spitzen etwas proble-
matisch. Xorrekt wird ein:Magnetfeld mit kontinuierlichem Spektrum

durch seine spektrale Dichte S (Dimension nT/7Hz) dargestellt. Mit




der Frequenz f = 1/T ist flir das Frequenzband f1£ f.é:f2 eine "ty-
pische Magnetfeldamplitude" definiert durch
fa
B(f,,£,) := {st(f) agf 1/2
{a
Fig. 0.2 zeigt die spektrale Dichte der natilirlichen Magnétfeldva—

riationen im Bereich 3-10_4s£ifé3-103s (3~10—3 Hzﬁif£3-104 Hz).

Schematisch dargestellt sind die Unter- und Obergrenze von S , die
ruhigen und gestdrten Bedingungen entsprechen. In dieser Art der
Darstellung treten die in Fig. 0.1 beobachteten spektralen Spitzen
nicht mehr auf. Kennzeichnend fir den betrachteten Periodenbereich
ist eine ungefdhr lineare Zunahme der Spektaldichte mit der Periode,

die in den gewdhlten Einheiten etwa durch S(T)£:1O—2 T beschrieben

werden kann.
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Fig. 0.2: Spektraldichte der natilirlichen magnetischen Variationen
(nach K. Vozoff)

Mit elektromagnetischen Methoden lassen sich zwei Ziele verfolgen:

a) Untersuchung der Anderung der Leitf&higkeit mit der Tiefe (z.B.
Bestimmung der Tiefe von Grenzfldchen und der Variation dieser

Tiefe in horizontaler Richtung)




b) Untersuchung lateraler Leitfdhigkeitsinderungen, insbesondere
begrenzter Bereiche mit anomaler Leitfihigkeit (z.B. geother-
mische Gebiete, Salzdome, ErzkOrper) und lateraler Diskontinuiti-

ten (z.B. Kisteneffekt, Verwerfungen)

Im allgemeinen wird sowohl die Ortsabhidngigkeit als auch die Frequenz-
abhédngigkeit des elektromagnetischen Oberflidchenfeldes ausgenutzt,
wobei - grob gesagt - die Ortsabhdngigkeit die laterale Aufl®sung
liefert, wdhrend man aus der Frequenzabhingigkeit die Tiefenaufl&-

sung zu erhalten versucht.

Wir benutzen die folgenden Grundgleichungen:

VY xE = - é _ (0.2)

VxH=J+J% (0.3)

J = 6E (0.4)

B = uH (0.5)

Qe (Index 'e' = 'extern') ist die von auBen aufgeprdgte Stromdichte
und damit der Quellterm in dem System (0.2) = (0.5). Induktionseffek-

te treten nur auf, wenn sich ge zeitlich &ndert. Da die magnetische
Permeabilitdt p meist nur geringfligig von der Vakuumpermeabilitdt

Ho abweicht, kann im allgemeinen u =.uo gesetzt werden 1). In (0.3)
ist bereits der Verschiebungsstrom €E ( €= Dielektrizitdtskonstante)
auf der rechten Seite vernachldssigt worden, da die infrage kommenden
zeitlichen Variationen relativ langsam sind: Im Leiter ist der Lei-
tungsstrom selbst bei den klirzesten Perioden (= 10—4 s) und den nied-

rigsten Leitfdhigkeiten (2’10—5

S/m) noch etwa 10 mal gr&Ber als
der Verschiebungsstrom; im Vakuum (= Luft) fihrt der Verschiebungs-
strom im wesentlichen nur zu einer geringfligigen Phasenverschiebung

so daB das nunmehr als einfallende Welle aufgefaBte Quellfeld den
Leiter nicht mehr gleichphasig erfaBt: Zwischen zwei Punkten im Ab-
stand I, besteht eine Phasendifferenz der GrbBenordnung wllL/c = ZIL/AO,
wobei Ao die Vakuumwellenldnge ist. Pessimistisches Beispiel: T =

10_3 s, L = 104 m ergibt eine Phasendifferenz von 12°. - Es sei je-

doch vermerkt, daB nur der magnetische Effekt des Verschiebungsstro-

1) In Abschnitt 1.1 werden die TE- und TM-Mode als die beiden Polari-
sationen des elektromagnetischen Feldes in einem geschichteten
Leiter betrachtet. Wenn man vorilibergehend auch noch eine Tiefen-
"abhingigkeit von p zul#Bt, ergibt sich ein sehr symmetrisches
Gleichungssystem, in dem sich ¢ und p vollstdndig entsprechen.




mes vernachldssigt wird. Die elektrische Wirkung der Ladungen der
Dichte

= . - &
§, = VI(€E) = V()
v-g

H=>1u

ist wichtig, z.B. zur Erzeugung der Diskontinuitdt der elektrischen
Feldkomponente in Richtung der Normalen einer Diskontinuitdtsfl&che
zwischen zwel verschiedenen Leitfdhigkeiten, da die Stromdichtekom-

ponente in Richtung der Normalen stetig bleiben muB:

&, 12,, Té« 11—/92 o
@@@ J = 6‘E = G E = J
=1 1=1 2=2 =2
et 3
Aus den vier Gleichungen (0.2) - (0.5) lassen sich drei der vier

Feldgr6Ben E, J, H, B eliminieren und man erhdlt eine partielle Dgl.
2. Ordnung filir die verbleibende FeldgrdBe. Ist dies E, so lautet
die Dgl.

VxVx E + ué:‘ié_= —uje (0.6)

Induktionsgleichung

Beispiele flir Quellstromdichten Je:

a) Linienstrom der Stromstdrke I am Ort (yo, zo) in x-Richtung

g? = I S(y—yo) S(z—zo) g, (0.7)

b) Elektrischer Dipol mit Strommoment d am Ort I,

Das Strommoment ist das Produkt aus Stromstdrke und L&nge des

Dipols und zeigt in Richtung des Stromes.

3
= a 8z (0.8)

3
Dabei ist 8(;—;0) die dreidimensionale Diracsche &-Funktion.

c) Magnetischer Dipol mit Moment m am Ort 5

Am einfachsten mit Einfilhrung der Magnetisierung M:

3
B=p, (H+M), M=nflzz), yxB=p (I+3F)
AL
)
Mit ¥Yx H = J folgt daraus \
e 83 .
J =Vx M = -mnxVolr-r)), | 7¢ (0.9)




Nitzliche vektoranalytische Identitdten und Integralsitze

V- VXA = o -(0.11)
= 7

v (P¥) ¢ V¥ + ¢ VP . (0.12)
v ) = 9 v

£(¢ o ¥ V (0.13)
V-(p4) = ¢ VA + 4 VG (0.14)
Vx(GphA)= ¢ Txa - Ax VP (0.15)
V-vy = Vg = 4¢ 4 (0.16)
VxwxA = - V4 + VA (0.17)
V-(Ax8) = B-Yx4 ~4.-Vx8 (0.18)
fV-_/fI Adr = §_/_}l_;‘ Af GauB (0.19)
v

Y
A) A = -,

L(VX__)Q #f = 565’ d ~. Stokes (0.20)
(V¢ + Vo ve)dr = § @L-v o A Green T (0.21)
v rYe (skalar)
((¢9¢-~¢ Vig)dr = $ (@V¥ ~¢ VL) oLf Green II (0.22)
y oV (Skalar)
f{é-VXVx_@ —-(Vx_.g)-(vg_t_;)},/_’_f_-.--f{_/ixV%ﬁj-Ea/{ Green I (0.23)
v (Vektor)

({A- V€98 - 8- IxTxpadr =

v
= § {]_3_?6 VA - Ax V%Q}-g Af Green II (0.24a)

v z (Vektor)
= n B ~V>¢A—C.‘£" ¢)7¥§j 1(

$, {(zx8) = ) (0.24Db)

d3£ = Volumenglement, V = Volumen, 3V = Berandung von V, df = Fla-
chenelement, n = nach auBen weisender Normaleneinheitsvektor (in

(0.19), (0.21) - (0.24b)), bzw. beliebiger Normaleneinheitsvektor,
der mit der positiven Richtung des geschlossenen Weges C in (0.20)

eine Rechtsshraube bildet.




1. Modellrechnungen flir eindimensionale Leitfdhigkeiltsverteilungen

In diesem Kapitel werden die Methoden zur Berechnung von Induktions-
erscheinungen in Leitern mit einer eindimensionalen (1D) Leitf&dhig-
keitsverteilung dargestellt. Der Schwerpunkt liegt in der numerischen
Modellierung elektromagnetischer Felder natiirlicher und klinstlicher
Quellen im geschichteten Halbraum, wo die Leitfdhigkeit & nur von der
Tiefe z abhd&ngt. Betrachtet werden zeitlich harmonische und trans-
iente Quellfelder. - Da fir ganz lange Perioden des induzierenden
Feldes (T > 10 d) die Erde nicht mehr als eben angesehen werden kann,
wird auch kurz die Induktion in einer Kugel mit radialsymmetrischem

c(r) diskutiert.

1.1 Die beiden Polarisationen des elektromagnetischen Feldes

im geschichteten Halbraum

Es sei 6= € (z) und zusdtzlich sei zundchst angenommen, dafi liberall

¢ > 0. Ferner sei auch noch zugelassen, daB sich die magnetische Per-

meabilitdt p mit der Tiefe &ndere, u = p(z). - Aus (0.3) folgt mit
{0.11) die Quellfreiheit des Gesamtstromes (= Leitungsstrom, + aufge-
prédgter Strom), V-(J + ge) = 0, so daBl auBerhalb der anregenden Quel-

len wegen der Quellfreiheit von B gilt
v-d =0, v.B =0 Ab’ (1.1a,b)

Nach einem Satz der Potentialtheorie (s.S. 12) 1ldRt sich ein diver-

genzfreies Vektorfeld V eindeutig durch zwei Skalare 4& und *? dar-

stellen, die den toroidalen und poloidalen Anteil von V beschreiben
Vo= Ux (24 )+ TR (EDL). (1.2)

Entsprechend dieser Zerlegung stellen wir nun auch J und B durch

zwel Anteile dar, die durch die Inizes E ("elektrisch") und M ("magne-

tisch") gekennzeichnet werden:

J=Jd,+J

g * dyr B = By + B (1.3a,b)

E —M -

Die vier freien Skalarfunktionen leiten wir von zwei skalaren Po-

tentialen 4% undllh ab und machen den Ansatz

B, = VxUx(2q) EM=V’<Z§/~/I,.,) (1.4a,b)

I, =-Vx(Ee ) = VXX (X)) (1.4c,d)
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J.. und B, sind toroidal (keine z-Komponente), B

E M E
(keine z-Komponente der Rotation - Nachweis mit (0.17) und (0.10)).

Nach (0.4) und (0.5) lauten die zu diesen Anteilen geh®&renden elektri-
1)

und gM poloidal

schen und magnetischen Felder

n
]

A" / 2
~Ux(Eq ) E, = = Vxvx(21,) (1.5a,b)

]
[}

p Tx(EX) (1.5¢,d)

/ 2
He /Z'VXVX(Z'?E)

Die Ansdtze (1.4a-d) sind so gewdhlt worden, daB bereits erfliillt wird

vx # = dn

VrEg= "8,

Damit die beiden Anteile getrennt die Grundgleichungen (0.2) - (0.5)

auBerhalb der Quellen befriedigen, muB noch zusdtzlich gelten

vx_ff& =..’.75 vxgh: ‘Zh

Diese Gleichungen konnen erfiillt werden, wenn 4% und lﬁ Ldsungen

der Dgln.

VAL V) =64% l VAZ VY =ur, (1.6a,b)

sind, die sich in Bereichen mit

L = const | G = const.

vereinfachen =zu

2 y y
Ve = p5 e A, A, (1.7a,b)

Nachweis von (1.6a,b):

Wegen der Symmetrie geniligt der Beweis fiir (1.6b). Es soll also gelten

] A ! a .
Ux = Vxox (21,) = - Ux(EpX). (1.8)

Nun ist mit (0.17), (0.14), (0.12) und (0.10)

VXE Ve Ox(32,) = OxE{-3 9 + T4 ] =

Ux {-F V(L L)+ FVIE)T - )T L) T(ERHY,)]

—
= O

= Ox {-2 V(& V)]

N "
1) Beachte, daB z.B. gilt Tx(2TQg) = G VYX(2YF), da wegen
T x(E¢¥) = -2x 9% hier nur Differentiationen in horizontaler

4

Richtung ausgefiihrt werden.
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Dabei wurde Gebrauch gemacht wvon

2 V) VA, = (3,4,)V(£)

]

(%Z,,),oe(;’)é'.
Aus (1.8) folgt deshalb

o,

“‘\

Ox [V AF V)~ )}

Hinreichend flir die Erfiillung dieser Gleichung ist, daB,Qﬁ die Dgl.

(1.6b) lost. - Das Potential IM ist nur bis auf eine (belanglose)
additive Funktion ﬂg(z,t) bestimmt. Genauer: Die letzte Gleichung

verlangt nur, daB mit einer beliebigen Funktion f(z,t) gilt
Vg T - ped, = £0%F)
Setzt man ih(r,t) = Zﬁ(r,t) + Jg(z,t), wobei lﬁ und 4; die Dgln.

Vot V)~ =0 alFAA)-pd, = A

erfiillen, so folgt aus (1.4b,d) und (1.5b,d), daB /l’M und /Z’M identi-
sche Felder liefern. Gl.(1.6b) gilt deshalb o.B.d.A. -

Damit ist gezeigt, daB die von den Debye-Potentialen ?% und‘zh

abgeleiteten Felder unabhdngig voneinander die Grundgleichungen

(0.2) - (0.5) erfiillen. Die beiden Anteile sind jedoch verknlpft
durch den Quellstrom ge’ zu dessen Darstellung im allgemeinen beide
Feldtypen bendtigt werden. Zu q% gehdrt keine z-Komponente des E-
Feldes. Deshalb wird dieser Feldanteil als tangential-elektrische
Polarisation oder TE-Mode bezeichnet. Umgekehrt gehdrt zu 1& kei-

ne Vertikalkomponente des Magnetfeldes; daher riihrt die Bezeichnung
tangential-magnetische Polarisation oder TM-Mode. Die obige Her-
leitung betont die volle Symmetrie zwischen den beiden Modes, die

am deutlichsten zum Ausdruck kommt durch die Dgln. (1.6a,b). Diese
Gleichungen lassen sich ineinander Uberfiihren, wenn p und & ihre
Pldtze tauschen. Im folgenden geht diese Symmetrie verloren, da auch
Bereiche mit & = 0 zugelassen werden sollen (z.B. Lufthalbraum). Hier
verliert etwa (1.5b) seinen Sinn, da fir 60 auch lﬁ—>0, der Grenz-
wert q&::/rM/G. aber definiert ist. Da weiterhin fiir die Induktions-
prozesse in der Erde die Variabilitdt von p nicht von Bedeutung ist,
wird im folgenden p(z) = p_ gesetzt. Damit ergeben sich die folgenden

o]
Ersetzungen

A =C—ﬁ;, p(z) = u_. (1.9)

Weiter auf S. 13!




Darstellung eines divergenzfreien Vektorfeldes durch zwei skalare

Funktionen

Ein divergenzfreies Vektorfeld V, das im Unendlichen verschwinden

moge, 148t sich vollstdndig darstellen durch

Y = ¥x (§‘FT) r VXY¥ (2 ), (1.10)

wobei 2 durch einen beliebigen, rdumlich konstanten Einheitsvektor
ersetzt werden kann. Der Bewels sei kurz skizziert: Aus (1.10)

folgt mit (0.17) und (0.10)

A A 2 2
E'_l./="% = = (Q;x*‘a:’?)% -4 e =:(VX_V)Z =—(a’f‘\'+a¥’)(/7,‘-

Flir gegebenes V sind dies Poissongleichungen zur Bestimmung von
und ?b,

VT
too ' 1o
Li;_(.:,e)z —2—;-1.' f/(v)(_-y)é (ro’ g)jajlf—joldxody, ) %(I’,i):—z-;t f/‘g (!‘,Iz‘)jof/!'—z;.l /Xo/ya.

Es muf nun gezeigt werden, daB die Darstellung vollstdndig ist, d.h.
daB R "
V:=zl-9Ix(24)~- Vxox(2¢,)

—

der Nullvektor ist. U erflllt

Iny

VVU=zo , 2.VxV=o, Y= 0. (1.11a-c)

Aus (1.11c) folgt U = U R + Uyg und aus (1.11a,b)

Uy + oyt =0, IxG-Iy% = 0
Diese Gleichungen k&nnen als Cauchy-Riemannsche Dgln. flir die Funk-
tion W:= UX - iU__ der komplexen Variablen $:= x + 1y gedeutet werden
und besagen, daB W in der ganzen ¥ -Ebene holomorph ist. Aus der Cau-

chyschen Integralformel folgt deshalb flir ein beliebiges S;

I w(g)dy 1 / wie)lds
- W€ )= — $—_1"=
Wis) = Y37 ! )= (s-%p

wobel der Integrationsweg ein Kreis vom Radius R um SB sei. Ist [W]

nach oben durch M beschrankt, so gilt die Abschdtzung

M M
IWI[S,D)I £ 2T RL SR = -;\,'
Da R beliebig groB gewdhlt werden kann, ist W’(§6) = 0, d.h. W(SB)=
= const. = 0, da V flir X,y-fes verschwinden soll.(Liouvillescher

Satz: Eine in der ganzen Ebene holomorphe und beschrdnkte Funktion

ist konstant.) Deshalb ist U = 0 und die Darstellung vollst&dndig.
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Damit ergeben sich unter Verwendung von 'Vx(gv)

©>0) die folgenden Felder:

—_§><Vfim Leiter

TE
Be = wxwx(igp)
By = g VXVXCES)
JE =¢?.§"§742
E. ”.g*'vék
T ¢ =/kbv'¢%

™

E =

=t G

T A& V()] = H T D

TE- und TM-Mode im Leiter

"/‘(o?_é\ X V?H

e R
TXOX(FTY,)

!
= VXX (ECP,)

In Komponenten lauten H und E

TE ™
t
HE" - /—‘; axz- (PE mx +r97‘(f"1
' 1
Hey = » Pve e Heryy =~ ¥
L+ )¢ Hys = O
Hee * T o - xx D Oy /E My <
. 1
EE)& =-37 (f’g E"‘X = Q'I;BK* (G‘(fh)
. Az 2
EEY =+9x (rE /"Y = lem ayé CT?A)
2 2
EE - O_ El‘!i" s - (9)0(*3)«,)9‘,’.,
2
Im Nichtleiter (& = 0) reduzieren sich (1.12a) - (1.16b)auf:
TE | m
EE = vaeq,E _'_Bn-.-o
ﬂg =,ZL.; vaé?E ﬁh =0
.7 =0 .
T E JM-O
Le © _ZXV?E ghs v%‘ﬁ,'
chf =D qupp‘ =0
TE- und TM-Mode im Nichtleiter

(1.12a,b)
(1.13a,b)
(1.74a,b)
(1.15a,b)

(1.16a,b)

(1.17a,b)

(1.18a,b)

(1.12a,b)’

(1.13a,b)’
(1.14a,b)"
(1.15a,b)"’

(1.16a,b)'
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Diskussion von (1.12a)-(1.16b): Wegen der Annahme p = o sind mit Aus-

nahme von E, alle Felder quellenfrei, d.h. sie lassen sich durch (zeit-

M
lich verédnderliche) geschlossene Feldlinien darstellen. Insbesondere

M —-M
nen z = const und werden durch ¢y = const. bzw. QM = const. beschrie-

ben (s. S.15). Die Felder Bgs Hps Jy und E, haben auch eine Vertikal-

liegen die Feldlinien fir EE’ EE’ B, und H  in den horizontalen Ebe-

M
komponente. a
A 'B X
x -E
Ze

iy

Beispiele flir TE- und TM-Mode

Die Quellen des Feldes EM sind die elektrischen Raumladungen 3; in Be-
reichen mit g'(z) # O: f; = <7-(6_E_M) = QM"V(é/F) (mit (0.1714) und
i?-:Ln = 0). An den Ladungen enden oder entspringen Feldlinien. Bei-

spiel Leitfdhigkeitsdiskontinuitdt:

a 1o 1*

VN — @-0-0-@-®0-@-®- & —

S T A A A A

Feldlinien von E . Der Betrag IEMI ist proportional
der Feldliniendichte,

Im Gegensatz zu gE kann EM nur im Leiter auftreten. Von den Feldern
der TM-Mode tritt im Nichtleiter nur EM auf. Es ist ein Potentialfeld
zum Potential az? , das von den Ladungen auf den Begrenzungsfldchen

des Nichtleiters erzeugt wird. - Im Nichtleiter ist auch BE ein reines

Potentialfeld (zum Potential EZ?E). ]

Die Dgln. (1.16a,b) gelten nur fir den Fall, daB & stetig ist. Flr un-
stetiges G lassen sich entweder durch Grenziibergang in (1.16a,b) oder
aus (1.13a,b) und (1.15a,b) wegen der Stetigkeit der Tangentialkompo-

nenten von E und H die folgenden Bedingungen ableiten:

b 2, %, G?Mﬁund é_'.'az (¢, sind stetig (1.19a-4)
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Feldliniengleichungen fiir zweidimensionale Felder

a) Es sel V =Vx(zfy) = 23 ¥1x - 2, %, y.
Die Dgl. der Feldlinien ist dy/dx = Vy/vx, so daB

d(/’r.': 9,“/} dy + ay‘-i’,. oly = 0,

d.h., die Feldlinien sind gegeben durch ?& = const.

b) Es sei V =VXVX(2‘{1)) und Bytkp = 0. Dann ist
- 2 s - 2 > s
V=2 XZ?P X ;xx*P z und aus der Dgl. der Feldlinien
dz/dx = VZ/VX folgt

2 ey
d (3 Fn)i= Dx o ol + 3 Ypol2 =2

so daB die Feldlinien durch 2&%% = const. gegeben sind.

Flr QX?% = 0 gilt entsprechend ay?b = const.

Wenn 6'(z) = 0 an beiden Seiten der Diskontinuitdt (z.B. Grenzfld-
che zwischen zwei homogenen Schichten) , vereinfacht sich (1.19d) zu
i i (1.194d)"
DZ?M ist stetig.

Wenn der Lufthalbraum z< 0 ein Nichtleiter ist, folgt aus (1.19c¢)
q&(+0) = 0. Dies ist ein Ausdruck fir die Tatsache, daB3 die Vertikal-
komponente Jz des Stromes bei z = +0 verschwindet und hat die weit-

reichende Konsequenz, daB

‘f’M = 0 in 2>0, falls alle Quellen in z< 0 und & = € (z) (1.20)

Dies bedeutet z.B., daB bei beliebigen Quellfeldern im Lufthalbraum

z< 0, die induktiv an den geschichteten Halbraum z » 0 angekoppelt

sind, die im Leiter induzierten Strdme stets horizontal flieBen.

Beweis: Es sei V der Halbraum z >0 und es gelte@ > 0 in z> 0.

Es wird dann gezeigt, daB die Energie der TM-Mode mit der Zeit nur
abnehmen kann (freier Zerfall eines m&glicherweise anfanglich vor-
handenen TM-Stromsystems) und nicht durch Quellen in z¢ 0 aufgebaut

werden kann. Es sei
g 3
I:= Bef(“fn)‘dgz = ch"lcfn(fh Adx.
% 14

Mit (1.16b) und dem GauBschen Integralsatz (0.19) folgt




T =;f— [e4 vV {E Vgt o
v

2 :
= [[V- {9 Vrg)) - L Vieq) ] d%

1\
(0.14)
2 A 2 A (o 120{3"
_ 2 S vegrrdf - 2 [FIVE)IT A
r M Aoy
eY%
(0.19)

| Tirg )1 ds < o

2 !
2 J &
o d

da QM = 0 auf 3V wegen @M(+O) = 0 und der impliziten Voraussetzung

des Verschwindens von ?M und/oder §7(69&) im Unendlichen.

Der Zerfall des TM-Feldes erfolgt nur bei induktiver Ankopplung der

Quellen. In diesem Fall treten keine StrOme lber die Halbraumgrenze

z = 0. Dagegen existiert im Leiter eine TM-Mode bei galvanischer An-

kopplung (z.B. geerdeter Dipol) oder wenn durch laterale Leitf&dhig-

keitdnderungen in einem Teillbereich des 7
Halbraums 2z>0 die Strdme so umgelenkt G’=o é:;:) —e
werden, daB sie eine Vertikalkomponente ¢=0o
erhalten. Dann muf zur Darstellung des &>o TETH
Feldes im geschichteten Bereich auBer- Tz T
halb der Inhomogenitdt ein TE- und TM- € %o l
Potential verwendet werden. Eine (belie- L . N_ Zﬁfff_”__
big diinne) nichtleitende Schicht koppelt & >0 TE +TH
die TM-Mode ab, so daB darunter wieder S35 TETTR
alle strome horizontal flieBen. & >o Te
Bei induktiver Ankopplung und 6 = & (z)
folgt aus (1.20) auch Bz%h(z) = 0 in z >0 und insbbesondereé%?h(+0) = 0.
Mit (1.19d) ergibt sich daraus wegen q&(+0) = 0 die Bedingung
9, th (-2) = o, (1.21)

Wenn‘?ﬁ(x,y,z,t) das TM-Potential der Quellen ist, gilt auBerhalb der
Quellen in z¢ 0 (1.16b)"', d.h.§72qh = 0, da in Abwesenheit eines Lei-

ters qh = ?; eine L&sung von (1.16b)' ist. Das gespiegelte Potential

q;(x,y,—z,t) erfillt dann auch (1.16b)', so daB das gesamte TM-Poten-
tial im Lufthalbraum z < 0 mit der Randbedingung (1.21) gegeben ist

durch

CFM(X,y,z,t) =‘f’§(x,y,z,t) +‘{’§1(x,y,—z,t), z&£ 0 (1.22)
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Die Bedingung (1.21) bedeutet zusammen mit (1.16b)' und (1.22):

'E._=E._ =0und E, = 2 E-

Mx My Mz Mz Tz = -0

EM-Felder an der Oberfliche eines leitenden Halbraumes

Da in z <0 auch EM verschwindet, ist auf der Erdoberflédche z = 0
die Vertikalkomponente Ez der einzige Hinweis auf die Existenz ei-
nes TM-Anteils im induktiv angekoppelten Quellfeld in z< 0. Der
Spiegelanteil von 9& in (1.22) kommt

durch elektrische Ladungen an der Ober-

fl&che z = 0 zustande. Diese Ladungen

sind so angeordnetsind, daB Ez im Lei- =n
ter z> 0 annulliert und dadurch Ez im FubdLine

Lufthalbraum verdoppelt wird. Dies fiihrt i

- e m—— - - + e

durch Spiegelung automatisch zur Aus- o

16schung der Horizontalkomponente von

Ey beil z = 0.

Magnetische Dipole in Luft als einfache Beispiele der Darstellung

eines Feldes durch TE- und TM-Potentiale

Die Komponenten Hz und Ezlassen erkennen, welche Potentiale zur Dar-
stellung bendtigt werden: Hz # 0 erfordert ein TE-Potential, Ez # 0
ein TM-Potential (s. (1.18a) und (1.17b)).

Das Magnetfeld eines magnetischen Dipols vom Moment m(t) am Ort r

ist gegeben durch

a) Vertikaler magnetischer Dipol

Hz # 0, Ez = 0: nur TE-Mode
m(t) = m(t) 2: (1.430)"
’

Hixt) = H,(xt) = %@ v 9, [4/R) = /’i—, _V‘;é Pe
Daraus folgt sofort o 1 ()

(.PE (z,t) = TR R
so daB mit (1.15a})'’ _ . . P A
E =B = fx9f = 522 20m)E =~ Tmam ¢ (1.232)

in einem Zylinderkoordinatensystem r, ¢ , z.
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b) Horizontaler magnetischer Dipol in x~Richtung

Hz # 0, EZ # 0: TE- und TM-Mode

m(t) = m(t) _}E, (A43a)’
1
- !,
Hiz,t) = Ho (2,t) = “"T:-) Vo (k) = o V2, e .
Daraus folgt

Ho m (¢) (n Mo (€) (X ~%5)

Lo (1) (X~%5) pgnli-2s)
4T R (R +12-21)

$ (£,2) =

Aus (1.23a) ergibt sich durch Drehung des KS, so daB E in der

(y,z)-Ebene liegt (A A55)7
~ Mo /';')[")(\/"79) ! 2
» = = = /:
E,(nt) = E,, (£¢) Y 2y, %150
Daraus folgt .
Ao m 4)(Y-%) pngn (3-2
2, b, (rt) = 2 4 )
z 4TRLER + 12 -21)
Ao mlt) (Y-%)
L, (r =~
B cr 4 (R 12-21)
({Alternative : Berechnung von @M aus der Tatsache, dafB Ex = 0.)

Zur Darstellung von EM wird nur gzqh bendtigt. Mit (1.15a,b)’
lautet E:

Ay 2 () pgnl-1)
4

2 X ~-Xo Y ~%
Zx £+ &, . (1.23Db)
{_ VR (R +i12-2,1) + v R (R +[12-21) } "E* -r

Etz, ) =
Die komplizierte Darstellung von E durch (1.23b) zeigt deutlich,
daB die Zerlegung in TE- und TM-Mode nicht immer der Geometrie
des Quellfeldes angepalBt ist. Ihren Nutzen erweist die Zerlegung
erst, wenn die Induktion des horizontalen magnetischeb Dipols in
einem geschichteten Leiter betrachtet wird. Hier tritt nur q% auf;
QM wird an der Leiteroberfldche gespiegelt (s. Gl. (1.22)), so
daB hier eine Fladchenladung der Grofe

() (Y-Y,) A . ) 2
= _-—e—.— N = X=¥% - >
G, 2 €0 E;(220) = ST ) ( Y oE LY=)o A

entsteht. Dabei ist c = 1/756u5 die Lichtgeshwindigkeit. - Bemer-
kenswert ist, daf im zu 4% gehbrenden induzierten Anteil eine EX—

komponente auftritt, die im Quellfeld nicht vorhanden ist.
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1.2 Partialwellendarstellung und Tiefenabhdngigkeit der Partial-

wellenamplituden flr TE- und TM-Mode

1.2.1 Partialwellendarstellung

Flir ein vorgegebenes Leitfdhigkeitsprofil &(z) und eine vorgegebene
Quellstromverteilung ge(g,t) werden im folgenden die elektromagneti-
schen Felder durch Uberlagerung von Fourierkompbnenten = Partial-
wellen gewonnen. In diesen Partialwellen wird die Abh&dngigkeit von
den Horizontalkoordinaten x und y durch eine Abh&ngigkeit vom hori-
zontalen Wellenzahlvektor = und die Zeitabhdngigkeit durch die Fre-

quenz w ersetzt. Erhalten bleibt die Abhidngigkeit von z.

Da in den Koeffizienten der Dgln. (1.16a,b) nur z explizit auftritt

(in € (z)), kénnen die iUbrigen unabhdngigen Variablen x, y, und t durch
einen Fourieransatz abgespalten werden
t e~ (o r ret)
p k.x
(£,¢) = / (e &k, we 2
q’E;/" ) c2m)3 .ff {E"’ A e, (1.24)
wobei %4 = u g + v § und d?#% = dudv. Einsetzen in (1.716a,b) liefert
. e ke . . ,
dann fir fE,M(Z) : fE,M(z"’ ) die gewthnlichen Dgln.
TE: fE"/a) = o(2) A ¥, (1.25a)
T™: [6__1_(5-,("(2))’]’ =&t £, (2, (1.25b)
wobei
2 2 . 2 2 2, 42
o&¢(2):= R F Cws 5C2) Ki=[&x]|" =&+t . (1.26)

Pa)
Ist allgemein h(z,k,« ) die Partialwelle von h(r,t), so folgt aus

(1.17a) - (1.18b) mit 3_ ->iu, 9, ~>iv, 3 »iw:
gEx = ;: {E/ . ﬁnx = + L‘VG‘,CH
,‘&y = /‘u" f. Hpy =-¢«% fn (1.27a)
ﬁez = ;t tCE ﬁm} = O
4& =twr {g éhx = ié-‘f- (v fu)’
éEY —mwu fg B, = & (fn)’ _ (1.27b)
ée; = 0 émz = k' f,,
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1.2.2 Der Skineffekt

Die einfachste Leifdhigkeitsverteilung ist der homogene Halbraum mit

0, 2 <o

6¢2) = %,250

wo sich (1.25a,b) reduziert auf

4 b .
‘Fl(é) = q/"l{(t)/ o = kl*’w/‘“c‘: ' ’! = ’[E ook f/‘r.

Als Randbedingung ist zu fordern, daB flir Quellen in z < 0 das Feld
flir zesverschwindet, d.h. £ 0 fiir z - e« . Deshalb ergibt sich als

Ldsung 02

fez) = f(ro0) e . (1.28)

Bei induktiver Anregung folgt daraus wegen ﬁz = 0 fir z = +0 mit
(1.27b) fM(+0) = 0, so daB fM = 0 in z> 0, wie nach (1.20) zu erwar-
ten war. In allen Ulbrigen Fdllen klingt |f(z)| exponentiell mit der
Tiefe ab. Die Dampfung o besteht aus einem geometrischen Anteil (&?)
und einem elektromagnetischen Anteil (i“J“ocb)' Im Falle verschwin-
dender geometrischer Ddmpfung (4->0: guasihomogenes induzierendes
Feld)vereinfacht sich (1.28) zu
_/gz/‘—o-g' 2 {{h’) e‘ CALC)(B/P) P (-_2-.—)4/2 (1.29)
4 & po Ts

Dabei ist p die bereits in (0.1) definierte elektromagnetische Ein-

zl{[z’) = «/[”) e

dringtiefe flir den homogenen Halbraum und ein quasihomogenes indu-
zierendes Feld. Trotz der Einschrénkungen ist (0.1) flr viele Ab-
schidtzungen von groBem praktischen Wert. Die induzierten Strdme flie-
Ben so, daB das induzierende Feld aus dem Leiter herausgedrdngt wird
und daher das elektromagnetische Feld auf einen Tiefenbereich der
Gr&Benordnung p unterhalb der Leiteroberfldche beschrédnkt ist ("Skin-
effekt”). Fir die Anwendungen in der elektromagnetischen Tiefenfor-
schung wichtig ist die Frequenzabhdngigkeit von p: Mit fallender Fre-

quenz wdchst die Eindringtiefe und die diesbezliglichen Daten enthalten

zunehmend - beil variabler Leitfdhigkeit - Informationen aus grdBeren

. I £E8
Tiefen. 129)

. v . . . ¢ & 4 1 i
Mit der Da&mpfung verbunden ist eine mit A0 -2 4 i — R T

wachsender Tiefe z zunehmende Phasenver-
zbgerung von f(z) gegen f£(+0). Dies wird

im beistehenden Argand-Diagramm filir

£(z)/£(+0) mit z/p als parameter darge-
stellt. + -6
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Wegen (1.28) und (1.27a,b) nehmen im homogenen Halbraum die Betrdge

aller Partialwellenamplituden von E und H exponentiell ab. Bei einem

beliebigen Leitfdhigkeitsprofil 6(z) gilt dies mit Ausnahme von ﬁz

auch fir alle anderen Partialwellenamplituden:

%I{E(Z‘)'z <O) a%' If;(i‘)lz <o, a%' ["—lez 40, % lg’;(b—f:,.,),llz O (1.30)

Skineffekt der Partialwellen von TE- und TM-Mode

Beweise: Zundchst gilt wegen (}al?)' = (aa*)' = a'a*+a(a*)' = 2Re(a'a¥®):

difl'= 2 % (f b1,

(l.152)
N ' X L ® _
& dlfilP= 2 RECEIIF} = 2 R L@ {2 F23,
d 2 X (er )’
;‘I‘TF/«,’ = 2 R{Th (TFD], (1158)
* v * #
2 ¢ (CFu) P =2 R [ LE(f )VEEERIF = 2 Ry (&I LL(TEH],
Zur Berechnung von f*f bzw. fﬁ(FTM)' multiplizert man (1.25a) mit
fE bzw. (1.25b) mit (Gfﬁ) und integriert partiell idber z von z bises .,
Dann folgt mit f_(ee) = £ (o) = 0
E M
* ’ g /
fe (0 f () = —!{l{éll+¢xl | fe it} o2

INOR AR -ef{ S I AN L A I WA R 7Y

so daB mit (1.26) folgt

d PR )
;EIFE'Zz - z}f{lfgzwtc’%/z]df <,

4161 = - zkl!{ g I? ¢ k12 3de — 2004 G‘(e)ng‘fz') [fe 12’ <o,

% IG.I(/.«/Z"’ -2 G—(g)zf {36:/(6‘&‘)//2 R WA T 2R

T = e T 1 [ o lo/ ]
4 [ L (vF) e = -2% [LEIRYIT +r clf 1l e zzf[w,a {2z <o
aQ 2 -

Der monotone Abfall gilt nicht fir E o weil etwa an der Grenzfldche zu
elnem tiefer llegenden schlechten Lelter E wegen der Stetlgkelt von

Jz mit der Tiefe ansteigt. - Die Monotonie gllt auch nicht filr J und

3 , weil Falle auftreten kdnnen, worﬁ&t der Tiefe ansteigender Leltfahlg—
keit IEXI bzw. [Eylschwacher abfallen als & ansteigt. Es kann sich dann
ein lokales Maximum von ijlbzw. 15 | ausbilden, da mit zunehmender

Tiefe schlieflich der Skineffekt von £ bestimmend wird.
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1.2.3 Tiefenabhdngigkeit der Partialwellenamplituden im N-Schichtfall

Wegen seiner numerischen und konzeptionellen Einfachheit ist ein
aus homogenen Schichten bestehender Halbraum das wichtigste Leit-

fdhigkeitsmodell. Dahinter treten konti-

h:o
. "
nuierliche Schichtungen (s. Abschnitt 1.2.4) ZL G,
weit zurlck. Dieser Halbraum bestehe aus &
N Schichten mit den Schichtleitfdhigkeiten — : hh
G}, ceey Gﬁ und den Schichtgrenzen bei d, G,
¥
bei z = h1 = 0, h2, ey hN' Die Schicht- h"4
mdchtigkeiten sind dann d_ = h - h_, ;
n n+1 n b
n=1, ..., N=1. In diesem Fall erfiillen N

29

fE(z) und fM(z) nach (1.25a,b) identische
Dgln.

£"(z) = x; f(z), hn< Z<.hn+1, £ = fE oder fM ’ a;:= K>+ ia’”och (1.31)

An den Schichtgrenzen unterliegen fE und fM jedoch unterschiedlichen
Stetigkeitsbedingungen. Aus (1.19a-c) und (1.19d)"' folgt mit (1.24)

£ f! stetig. bzw., &f

B fﬁ stetiqg, (1.32)

E’ M’

Wir beschdftigen uns zundchst mit der TE-Mode und entwickeln Formeln
zur Berechnung des elektromagnetischen Feldes als Funktion von z fir
ein indizierendes Feld in z <« 0 mit vorgegebener Wellenzahl ,xund Fre-
quenz w . Flir das Folgende zweckmdBig ist die Einfihrung der tiefen-

abhd&ngigen Impedanz des elektromagnetischen Feldes:

A

”
b came _ Enyrner o fomw
ZE (2 Rk W) ; - = = = W Mo ; (1.33)
HEY (¢ &,w) Hey (3,10,0) fe (2, 2,0
Argument k oder x ? Wenn die FeldgrdBen von u und v nicht nur in der
Kombination u® + v? abhidngen, wird & geschrieben. Die Dgl. (1.25a)
hidngt nur von 4x? = u? + v? ab, k& tritt nur in einem Amplitudenfak-

tor von fE auf, f.(z,k) = al(k) fo(z,k); das Feldverhdltnis hangt da-

E

mit nur von Kk ab.

Im folgenden verwendet wird die modifizierte Impedanz

z 2, 5 (g,
C(é)‘cl“’) ;= .._'E.f_'__.‘__‘u_) - - f.E___':_.i:).
cw Ho 1('5’ (2 e, w) (1.34)

von der Dimension einer L&nge oder auch deren Kehrwert (damit werden
einige Formeln einfacher)

. /
) Clw Mo - £E {il-‘f (@

—_—— (1.35)

8 (2, %, w)
ze (*l'c/"’) fE (él-‘slu)

]
I
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Die Berechnung von fE(z) geschieht in zwei Stufen. Zunachst wird
ein rekursiver Algorithmus zur Berechnung von B bzw. C an den Schicht-

grenzen hn hergeleitet:
Die allgemeine L&sung von (1.31) ist

- %, (&~ ' ) 6+ *+ &, (J'Ah)'

foe2r= 4 e + & & (1.35)

fE(z) soll flir z -» eo verschwinden. Damit existiert fiir z:;hN nur eine

"auslaufende Welle™"

- =0y (2-4,)
(=4 e , E2h - (1.36)
Es sei
4
B 'FE [/'h) Cv v {E’ (41.)
DT e ——— ) K= ———
. 2 o) £ Chuy (1.37)
Dann ist nach (1.36) und (1.37) BN = WN und Bn berechnet sich rekur-
siv aus
o ol
B - Bisa + O, Lamh oy o) , n=N <A . A BN':G’N
" "W, * B, Tanmh (Y ds) g (1.38)

Flir C, = 1/Bn gilt entsprechend mit dem Startwert Cy = 1/“N:

. C + Zanh (vhd.
C = _"_‘ o Crfpg, s ) , h_—_N‘/f,---, /,) CN':"/Q/N (1.39)
f &, 1+ o, G, bavb ()
Beweis: Es sei r, :F b;/b; der "Reflektionskoeffizient bei z = hn‘
Dann lauten Bn und Bn+1 (Letzteres wegen der Stetigkeit von fE und fé
bei z = hn+1):
4 - 2%, dlyy
- - e
B, = o, 22T By, = " :
n o, Py ) e a L) a -+, e 2% : (1.40a,b)
L&6st man (1.40b) nach r. auf,
«, - 3 =~ 2% ol
f’; = h n+l e X , (1 41)
%+ By :

und setzt in (1.40a) ein, so ergibt sich mit Hilfe von
e¥.e’ ™ 2x

a-e
f = =
ank X e"‘,_e"‘ A + eTex (1.42)

£
Gl (1.38). Daraus folgt (1.39) durch die Erstzung Bn = 1/Cn,etc.

Zusatz:Lost man (1.40a) nach rn auf,

oz Yoo B (1.43)
h %, * B,
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so erhdlt man in Verbindung mit (1.41) die symmmetrische Beziehung

¥ > -«
(« > -a)

= O(,,alh B e _.Q(hal"
Brpa # % N Brea m%e (1.44)

3, *o, 8, -c,

die im folgenden dazu dient, die numerisch ungilinstigen Exvonenten mit
positivem Realteil durch solche mit negativem Realteil zu ersetzen.

Gl. (1.44) kann man auch mit (1.42) direkt aus (1.38) erhalten. [ ]

Mit Hilfe von Bn und Cn 188t sich das elektromagnetische Feld an Jjedem

Punkt z im Inneren des Leiters auf das Oberflichenfeld (z = 0) bezie-

hen. Zundchst liefert die Fortsetzung von Schichtgrenze zu Schicht-

grenze:
fe [/'n*,,) EEX (APH") E_y (A‘lfd) /./E [4;,,4)
fe (h) Eey (h,) Egy (4n) Hy o)
= Coh (X, d,) -~ (B /x,) nomh (%) = (1.45a)
- 1 ' _ (1.45b)
Cnh (S oly) + (B,  Jot,) b (Yo ds)
&, * 3'}{4
’ " 3
{E [/’mn ) _ Hey Chniy) _ /"57 C/'nm ) -
n o
-FE/' (&,) HEx (4") HEY [4':)
= wh(Xoy) ~ 0, C b (K, o) = (1.454)
Py
= = (1.45e)
Cnb (ledy) + &y Cay, Aimb o, o)
} A+ o, G o~ % | (1.45£)
A+ oy Gy,
Variation des elektromagnetischen Feldes der TE-Mode von
Schichtgrenze zu Schichtgrenze i
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Fiir die Variation innerhalb der n-ten Schicht gilt:

) L
£ = Cob [ o (2-4,) ~ (B, /%) penb Lo, (2-4,)] = (1.46a)
{E(,’h) '
2 (14 & [e“’“’ (2-4,) Bury - e‘“”'d"*l’h*i” (1.46b)
- PO+ Lot ]
anq + Q/H
/
.FE(l‘) - CU)L)[M»[E—A‘D)—. o, (“) /)A-;—,L,[O/..,(?'A,,)] = (1.46¢)
£, (h)
) - y,’ (2-4‘.) A - Xy Cnm e—y"(o["+4"”—s)] (1 .46d)
4
2(71"06.(5.)[8 + 1 -0, Chi-]
h £ 2 wir £h £ N/
' - O, (2-4
feld) £l e ~) 2> Ay (1.46e)
= = ,
fo ) e ()

Beweise:

(1.45a-c): Aus (1.35) folgt

Zuhdh,
'FE (hnm) A+ T, €

fe (ha) (1t 7,) g *+oln

Ersetzt man darin T, nach (1.43) bzw. (1.41), so ergibt sich (1.45a)
bzw. (1.45b). Die Form (1.45c) folgt aus (1.45a) nach Ersetzen der

positiven Exponenten in den hyperbolischen Funktionen durch (1.44).

(1.45d4-f): Es ist
fe (hn,) A~ €
fd (hy) =~ (1-7) e
Daraus folgt mit (1.43) bzw. (1.41) die Form (1.45d) bzw. (1.45e),
wadhrend sich (1.45f) wieder mit (1.44) ergibt.

20, Ay,

(1.46a-d): Ableitung von (1.46a) und (1.46c) analog zu (1.45a) und
(1.45d); Ableitung von (1.46b) und (1.46d) analog zu (1.45c) und
(1.45f) (Ersetzung positiver Exponenten °%dn mit (1.44)).

(1.46e): Klar! . o : [
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Bemerkung zu (1.45a) - (1.46d): Wennl«d dn<<1 ist, sind alle Rekur-
sionsformeln (1.45a) - (1.46d) anwendbar. Wenn aber(«d dn>>1 ist,
sind (1.45a), (1.45d), (1.46a) und (1.46c) numerisch unglinstig, da
sich das Resultat der Grd8enordnung [exp(-& d )| aus der Differenz
zweler betragsmdBig groBer Zahlen der GrdBenordnung lexp(+ﬁhdn)[ er-—
gibt.

Die Tiefenabhdngigkeit der Partialwellenamplituden der TE-Mode wird

in Fig. 1.1 durch ein einfaches Beispiel illustriert:

— E(z}/£{0) — fA{2)7R1(0}
-2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
: ; A £ ;

~t

‘U!N_.

-a',.,_.

Fig. 1.1: Tiefenabhdngigkeit wvon E und q fir ein gquasihomogenes in-
duzierendes Feld (k = 0). Es sei E = Ex,H-Hy Angenommen wird ein
einfaches Zweischichtmodell, in dem sich die . Leitf&higkeit in der
Tiefe z = 0.5 p, (p, = Eindringtiefe der ersten Schicht, s. (1.29))
verzehnfacht Dargestellt sind Realteil (0°) und Imaglnartell (90°)
von E(z)/E(0 und fi(z)/8(0). An der Grenzfliche sind E(z) und E'(z)
stetig, so daB E hier einen sehr glatten Verlauf zeigt. Im Magnetfeld
ist dagegen nur fi(z) stetig, wdhrend fi' (z) im Verhiltnis der Leitf&-
higkeiten springt (x= 0!) Warum ?

Eine weitere Veranschaulichung des Feldverlaufs wird in Fig. 1.2 gege-

ben. Hier wird insbesondere der EinfluB einer dﬁnnen Zwischenschicht

auf den Feldverlauf untersucht.

Flir die TM-Mode lassen sich ganz &hnliche Beziehungen angeben wie
flir die TE-Mode. Nach der ausfiihrlichen Behandlung dieser Mode brau-

chen die betreffenden Gleichungen nur noch aufgelistet zu werden.

Die TM-Impedanz ist mit (1.27a,b)

- Y

E (%,0)
Z, (% 5,0) = M:_ "y - - f (2,5,
By (215,0) B, (2,cmw) G(2) L (ke w) (1.47)
filtis, ,

"mx



—=IE(z)/E(0) —]Atz1/R(0)
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0. 0.2 0.4 0.6 0.8 1
T T T T T ] ¥ ¥ T T T T T ¥ T T T 1
0.2 4 0.2} -
0.6 A 4 06 @2) :
s o 410}t .
10 @z) B A/ ¢l /B :
I A: 0y/py= 0.1 I A: p,/p, = O.1
1.4 F c B: py/pys 1T L4F B:pypy = |
C: p,/p,= 107 i C:py/p =10 1
1.8 4 1.8 1
] ]
z. 1 1 1 1 L L 1 ' L z 1 1 L t L 1 t )
p1 Py

A £ se
Fig. 1.2a: Tiefenabhingigkeit der Betr&dge von E und H fir das Modell
von Fig. 1.1 (A) sowie flir einen homogenen Halbraum (B) und ein wei-
teres Modell mit schlechtleitendem Substrat (C).

—JE(z)/Eq0)] =iz} /R (0]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 i

0.2} @ 102

st 0/ 106t (P,

o ®

1 1.0
A A py/py- 01
LAy B B:pyp =1 1 14
C
C: pz/p|-10
1.8 118t
| |
z L 1 L 1 1 [ 1 L z_
P, P,

Fig. 1.2b: In dieser Figur wird untersucht, inwieweit eine

gut (A) oder schlecht (C) leitende diinne Schicht in einem sonst
homogenen Halbraum (B) den Feldverlauf beeinfluBt. Wegen der induk-
tiven Ankopplung beeintrdchtigt die schlecht leitende Schicht den
Feldverlauf kaum (B & C) , die gutleitende Schicht zeigt dagegen

einen nachhaltigen EinfluB (A & B); es bildet sich in ihr eine kr&iftige
Stromschicht, so daB fi sich hier fast diskontinuierlich &dndert.
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Die Impedanz ZM ist an Grenzfldchen stetig. Definiert man in Analo-
gie zur TE-Mode (Gl. (1.37)) die Gr&B8en Bn und Cn durch

3’,::-{”’ (h,,)/fhthhw) , € = 778, (1.48)

wobei die GroBen wegen fM(hn + 0) =(GL_1/G£) fM(hn - 0) an Schicht-
grenzen unstetig sind, so folgt analog zu (1.38) und (1.39)

+ o, f3 o
? = o 3*",1 hﬁ&; 2(04'4( L.a’.,) (1.49a)
<} lq]
[
"ﬁ" i BHM o L% o) n= N-4, 5 1
y &, B &, * tans (o A,)
C = = ) (1.49b)
b 0(” A+ o, /3,, Chh Zanl (a/‘.“/‘.)
i = = = (x
mit Bn : Gh+1/65 und Anfangswert BN 1/CN N
Rekursionsformeln flir TM~Ubertragungsfunktionen

Fir die Fortsetzung der Feldkomponenten von Schichtgrenze zu Schicht-

grenze gilt (bei Beschrdnkung auf die Analoga von (1.45c) und (1.45f)):

/
-ﬁ;‘ (Aniq) Eh)t (L'hl-f) EMY (I'h{w)
{, (4,) E, (4) Er, (4n)
1 —
= " S e ) (1.50a)
A+ X, f3, C:m,
G;h' {/\1 [A*ano) H’”X (/7”'4 ) _ H/"Y [Ahh ) _Z (Ahf,')
®n i Chro) Frox Chn) Hny (ha) ‘Z. (4, ) B
= /[ o+ &, - Oh (1.50b)
N"ﬁh + Z);”,,‘
Fortsetzung der TM-Feldkomponenten von Schichtgrenze zu Schichtgrenze

Flir die Variation in der n-ten Schicht und im abschlieBenden Halbraum

erhdlt man als Entsprechungen zu (1.46a) - (1.46e):
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(2) .
fo = Coh Lo (2-5)] -~ (B, /a,) pmh L0 (2-4)] =
.hﬂqq
P Q/,,V -, [2"‘5,) 3,,“ "‘Olhﬁ‘v it (d“"réhla. Z)
= 2(4*§")[8 - € )
h &w4 + X 3,
£ 2) :
M = Coh o [3_4h)] - W, (;/54-.4[0/‘.[2-4,)] =
fu (o)
~¥nl2-h) B, -SalAyth, -2)
= Z(1eg)[e o L ey TR e
/7*“’1-/31. (hf,,
h < 2 < 4,
)
£, @ £, (& -0, (2-4,)
B A L2 > by
'FMZI'NM) .f’: (4,)
Variation der TM-Feldkomponenten in der n-ten Schicht und im
abschlieBenden Halbraum

Anmerkungen:

(1.51a)

(1.51b)

(1.51c)

(1.514)

(1.51e)

a) Die Formen (157.a) und (1.51c) sind fir lwndnli>1 wiederum nume-

risch instabil.

b) Die Beziehungen (1.49%9a) - (1.51d) lassen erkennen,

daB eine nichtleitende Schicht zwischen z = h_ und Ch-g ¥0

N . . . b
zZ = hn+1 die TM-Mode vom Tiefenbereich z » hn+1 ab-~ 1 s
koppelt. Es gilt mit B 0, B_ =eound & = k>»0: d, S,=0

n-1 n n l
’ _ h
B = -, (h ) [{ (hto) = ktamh (kd,), L,
LI

[}

79‘! [E)/ F[o, [/'hfa)
7(,(2)/{,(4 ) = ek {4:(4,,‘4-2)}//&-—-'4 (4 oln)
M in 5

fo Chnoa 2 =2

Corh {5 (b, - 2] [ b (ads) b <rc< 4

hfq

Fln [Ah‘O) = 6" [4"*4*0) = 0’

Aus der letzten Gleichung folgt mit (1.25b), daB f

M
und ﬁ = 0 fir z2 h_.
~M n

A
Damit ist auch E, =0 fir z>hn+1

c) Die Ubertragungsfunktionen Bn und Cn sind fir TE- und TM-Mode

bzw. B

verschieden, En Mn

so daB die Bezeichnung B angemessener

gewesen

zeichnung auch verwendet (s. Anmerkung d)).

=0 in z> hn

+1°

wire. Wo eine Verwechslung méglich ist, wird diese Be-
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d) Flir k= 0 und beliebiges ¢(2) > 0 liefern TE- und TM-Mode identi-

sche Horizontalkomponenten wvon H und E. Flir diese Komponenten gilt

k= 0: Eg(z)~ B, (2), f_(2)~H,(2), (1.52)

BE(z)'BM(z) = jw uoc(z), BEn' BMn = jw uoc’n
-1

Beweis:Mit der neuen abhidngigen Variablen fﬁ:= (GfM)' lautet

(1.25b): Eé = iw ua?fM. Daraus folgt durch Diferentiation

E% = iwp (Ff,)"' = ia»uérfE, d.h., £, erfillt (1.25a) und wegen

fE’ fE* 0 fir z—-ee ist fE“'fE’ Daraus folgt (1.52) mit (1.27a,b)
== - 1 ¢ = —_—

und Bp(z) :=-fp(z)/fg(z), B,(z): (e‘fM)'/(GfM)jz+O

(= -£}(2) /£, (2+0) fir den N-Schichtfall).

Pl ~ A ~
—> 1Ey(2) / Ey(0)] ——> [Hy(z) / Hy (0}

T T ¥ ¥ T ¥ T i 0 T T ¥ T T T L

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.4

0.8

z/p1

] 1 F I U 1 L L i

A ’~
— |Eg(2) 7 Eg (o)l — |fg(2) 1 He (0

Fig. 1.3: Vergleich des Tiefenverlaufs der Horizontalkomponenten

von TE- und TM-Mode fiir die Wellenzahl &k = 1/(2p1) (nur flirk # 0
treten Unterschiede auf, s. Anmerkung d)). Die Unterschiede sind
amgréBten flir eine schlechtleitende Zwischenschicht (Fall C und D).
Im Grenzfall §£.-®°° verscwinden H,, und E, an der Ober- bzw._Unterkante
Aiscar Qrhicht? - Fast keine Dif%erenz im Fall A (guter Leiter),
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1.2.4 Kontinuierliche Leitfdhigkeitsmodelle

In diesem Abschnitt sollen kurz einige LOsungen von (1.25a,b) fiir

kontinuierliche Leitf8higkeitsprofile G(z)
haben gegenliber dem N-Schichtfall nur geringe praktische Bedeutung,

angegeben werden. Sie

sind aber oft flir Testzwecke niitzlich, z.B. wenn untersucht werden
soll, wie weit sich eine tatsdchlich vorhandene kontinuierliche

Schichtung durch ein diskretes Modell (mit nur wenigen Schichten)

approximieren 1l&Bt.

a) =« = 0 (quasihomogenes Feld)
Die Dgl. (1.25a) der TE-Mode besitzt flir die beiden folgenden ein-
parametrigen Profile relativ einfache LOsungen:
G (o) Glz)
A (2) = —,lz)
) [A-(6ra)2 P [A-(6-12]* ] 8 b oS
azo) ~oo £ b/ & + oo

Bemerkungen & Sonderfdlle:

G o) = 44 v o)

6-(0)

- at gt)l

G (2)=
e

b/a = o:
G (%)

=t4: §(2) 2 ———————
bja=1t4 ST

G (o)
G =< g (2) = ——
> 0 (A-bo)*
(b beliebig reell)
4
B) G‘to)(/lf/pce)’:”o;eo .
B 1
G (2) = G(o)eti, po : ]
0.4 ¢ : i
( p und ¢ beliebig reell) i
- X |
Bemerkungen & Sonderfdlle: 0.8 : p=-1
. - i =
1
' (2) {‘>0f F'°{>o ! i
< <o 1.2t : §
0 i
1
o) = ¢ (o) - | 0
1
A . s 1.6 ;
f:—z:') A) %ﬁf b/a—--/’ l .
s . letz 1 : ! -
Flir pc< 0 ist i
. o C‘O 20 i § : it i ] 1 1
—&‘rn - (2) = ? C<0<—| —> ¢ >0
°°)C >O 1

FD~Ypc




No. G (z) Abkirzungen Einschrédnkung fE(z,uJ) BE = —fé(O)/fE(O)
o (o) a’+=[/1—-(51"4)?]4/‘ etd >0 J:():(();/—)‘Y b+ Talept'
[,1-(Aw)z_]‘[/l—Cb“"?J1 -
A,
G te) aso = Toup /e : %
-— - b
T e ) 1 a+b <o J;J:/)M('i/o;z) b - Vatek® coth [qarcoti 27
kz___ (w o G(0)
!
, -k2/8 >
A, v T § = A-b2 b>o c > :
(A-b2)% g% . |
8 /kl.: (-w/l,G'[a) b <0 J‘ﬂ"“‘l’ Cb__'g_z_ b - ﬂ Co"h ( z_lz)
V4
Y, = -7 v Rx, RX,
G oy (A +p02) p, rrto |V Tria clzpra) 3o X" K, (#x) tak L X3 /K, L)
2
G ) e <? Y o %= Cl2psn) '
° , - P (RXs)
X = xo(/”f[l) ‘e U= (V=) 280V
,Ql= Cw Mo G7(0) cCl2Zprr) = O — -—

S A, H- brazta

fir einfache Leitf&higkeitsverteilungen
(k= 0). Dabei sind I_ und K_ modifizier-

und Abschnitt’1.5).

Tabelle 1.1: Ubersicht idber L&sungen von (1.25a)

im Fall eines quasihomogenen induzierenden Feldes
te Besselfunktionen (s. z.B. Abramowitz & Stegun, p. 374
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Anmerkungen

1) Die L&sungen von Tabelle 1.1 zerfallen jeweils in zwei Gruppen,

die sich dadurch unterscheiden, ob
oo
=ch(z) dz
o

endlich ist oder nicht:

A) I.__'m)j (~5+a)’ a+b <o a vo

\

I = oo J a +é 20 ? eze
B) I = - , <L (ipt1) < o,
CCZA’)“A)
I = oo b C(lfi'ﬂ? 2 0.
Im Fall I< e gibt es keine L3sungen von (1.25a) mit # = 0, d.h.
fE(z) = laluOVTZ)fE(z), (1.53)

die fir z->ee verscwinden. Es 1&B8t sich lediglich exrreichen, daB
fé-ﬁ 0 flir z9eo=. Zum Beispiel sind die beiden linear unabhidngi-
gen L&sungen von (1.53) im Fall A1 fir b = -3<0, d.h. fir
S(z) = (o) (1 + bz) %:
+ _Aﬁ;_} ki = (w o F02)
£, (8 < (atne) v, { = AT ’ '

Durch eine Linearkombination kann nur erreicht werden, daB das

lineare Glied des Vorfaktors verschwindet:

k/ﬁ oo
fo = 2 0f@-fn] = (A e L,{ ], fo (=== RIS
2) Die LOsung flir A) 148t sich aus der Losung g(x) = exp(-fE?:g?x)
der Dgl.
g"(x) = (k* + a*} g(x)

unter der Voraussetzung a»>» 0, b + a » 0 durch die Transformation

- ik ax 'FF ) = Q@ J€x)
T a crnhax rbpmhax 7T & Grhax +b gk ax
gewinnen.

3) Die (physikalisch belanglose) L&sung fM von (1.25b). fiir die TM-
Mode 1l&Bt sich aus der L&sung fE fiir die TE-mode durch die

Transformation
fﬁ(z) = G(z)fM(z)

ableiten (s.a. S. 30, Anmerkung d)).
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b) Beliebiges k

Ldsungen von (1.2ba,b) filir beliebige Wellenzahlen &k seien hier
nur flir das exponentielle Leitf&higkeitsprofil G(z) = G(0)exp(2Bz)

betrachtet. Die Ergebnisse sind in Tabelle 1.2 zusammengestellt:

I2z¢

TE-Mode:
G(z) Abkiirzungen |Einschrdnkung fE(z,aJ) BE = —fé(O)/fE(O)
n2 ky-'; (r)
Z= * o ") e it "‘" /’2
24 L= cw s 6m02) B0 K, (e ) "o (7)
G e p
é’ = /k/l l ~[Blz nya (d’)
B <o (re ke + &
v = ke /18] I, ) I, ()
TM-Mode:
G (z) Abkilirzungen Einschrédnkung fM(z,a:) By = -(GfM)'/‘vfM)
L - B2 -~ ke (¥
A zlwhy §(0) p2o e /33/(;(6,6 ) w-np + A2 _L.L.__)___
G(o)é ) ‘ T (d')
~2 2 1812 =Rl C)inl +4 U
= A+ (k/A3) ¢ o ~(¥re (/H-I/ ] vh 7
g r e Iplre ) Iy (7)

Tabelle 1.2: Ubersicht iber die L&sungen von (1.25a,b) fir ein exponen-

tielles Leitfdhigkeitsprofil. (K_ und I__ sind wieder modifizierte Bes-
selfunktionen, s. Abramowitz & Sgegun, E. 374 und Abschnitt 1.5).

Die L&sungen von (1.27a,b) fiir eine Anzahl weiterer Modelle lassen
sich flr beliebige Wellenzahlen auf hypergeometrische Funktionen zu-
riickfihren. Zu erwdhnen ist hier insbesondere das anpassungsfdhige
Epstein-Profil, vgl. etwa D.S. Jones, The theory of electromagnetism,
Pergamon Press 1964, p. 335 et 408. - Praktisch sind diese L&sungen

im Vergleich mit dem N-Schichtfall ohne groBie Bedeutung.

1.3 Ankopplung der Partialwellen der TE- und TM-Mode an das Quellfeld

Die Quellen der TE-Mode sind induktiv an den leitenden Halbraum z > 0

angekoppelt. Sie mbgen im Bereich z <-€ ¢ 0 liegen. é?i:>KQWA@
Dabei ist € eine beliebig kleine positive Lénge. 2=-&
Im gquellfreien Gebiet 0» z »-& erfillt fE wegen
& (z) = 0 die Dgl. fJ = &#2f_ mit der Lésung =0
- k2 b3 e
= (& + 7% 8 (k,w) 0323 -¢
fo@=( ° e SR (1.54)

Der erste Term diffundiert in Richtung z =oe und beschreibt daher

das Quellfeld, fg(z,g,&z) = fg(g,a»)e_kz; der zweite Term diffun-
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diert in Richtung =z - o2 und ist das induzierte oder innere Feld.
Das Potential in z> 0 sei allgemein fE(z,f,w ). Aus der Stetigkeit

Offolgt mit (1.54)

von fE und fE bei z

K- 8¢ ’ (1.55)
’r TR mam————— 12 - {) (0) *

° wtBg B¢ fer/ £, (9, :
wobel etwa flir den N-Schichtfall BE = B1 rekursiv nach (1.38) be-
rechnet wird. Damit folgt aus (1.54) und (1.55) die gesuchte Bezie-
hung

e e 2k e
foeor= (1tn) [7 = 2% (¢ _ ()
£ > pre it e { (1.56)

Flir die einzelnen Feldkomponenten ergibt sich als Verhdltnis des
Oberfldchenfeldes zur entsprechenden Komponente des Quellfeldes
mit CE := 1/BE:

felo)  Eta c -
- - - zk I3 (E' > EEX, Eéy) Hé)

1‘: o) ET T k48 inc,

fz to) 7 -

E H o) 2 3¢ 2 A~ /_}‘ M
—— = — = s . - H = Ex, &y )
{Ee (0) HE(2) ko +Bg Atk Ce (

Bezeichenet der hochgestellte Index i den inneren oder induzierten

Anteil, so gilt noch

< (re,) B o Ef () Be -k
W)= o - - Y = )
{ HC[‘,) Ee[") BE*‘C (1.57)

wobeil E und ﬁ dieselbe Bedeutung wie oben haben. Fiir eine sehr gut
leitfnde Erde (BE-% e ) ist S~ 1, d.h., die HorizontalkoTponenten

von H verdoppeln sich und die Horizontalkomponenten von E verschwinden.
Fiir sehr inhomogene Felder (# -» eo) verschwindet der Induktionseffekt
(S~ 0); flir homogene induzierende Felder (& = 0) verh&dlt sich der

Halbraum wie ein idealer Leiter (S~ 1).

b) TM-Mode

In diesem Fall verschwindet nach (1.20) fM im Leiter z » 0. Die
Quellen mdgen in z< -€ <0 liegen. Dann gilt nach (1.25b) in =~ &<

<z < 0: f& = szM. Ist hier das Quellfeld durch f;(z,f,w) = fi(&,“)ef
gegeben, so erhdlt man die gesamte TM~Mode nach (1.22) ein-
fach durch Spiegelung

-k i € e
(@ s @ ) E ) = 2 conlicd) f (k) - €cico

£, 02 kw0 = (1.58)

kZ
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Die TM-Mode mdge durch Stromeinspeisung an der Erdoberfl&dche z = 0
erzeugt werden. Ist JE(O) die betreffende Vertikalkomponente der
Stromdichte, so gilt nach (71.18b)

7: (0) = -G (o) (31*4_‘;)2,’)%(2-*-*0))

bzw. im Wellenzahl-Frequenz-Bereich

el

e ¢
(6) = K G (+o) (+2)
Je f (1.59)
Es seil
.= - 1
By = = (£, /(FfM)Iz=+o . (1.60)
Dann gilt wegen der Stetigkeit von 671(GfM)' bei z = 0 und
fM(z) = fM(—O) exp(kz) flir z< 0 (da Quelle bei z = 0!)
- -7 do- / = - (-¢)
'[h Go) = TM‘ C ("—‘Fm) j-&o gh ‘Fm )]
so daB aus (1.59) folgt
{, (~Oxw) =~ M) 3260.5.4«») (1.61)
In Gea 3 2
o s e
Beispiele filr JZ: oo
| [ .
%) Punktelektrode im Ursprung mit Strom I(t) = ——‘;(w ) elwt dw :
2T

I\e ~
JEexv0,t) = T §0 800, T (0 5,00 = Tlw)

B) Horizontaler elektrischer Dipol im Ursprung mit Strommoment

(= Stromstirke x Elektrodenabstand) d(t) = d(t) X und

o= fwt
(t) = 2~ (dw)e Adw
d n

S (x~¢€) - §(x+€)
I8,y o) = =d( 8'tx) ECy) (= fom 26T >z )
2 ’ ‘ ‘ é“)‘o Ay’

1
1
&) ~&y +E
dl ‘ -
J:IO. Kow) = —wdw b I

Flir einen beliebigen horizontalen elektrischen Dipol mit Moment

d(t) gilt allgemeiner
35 Gy, 0,8) = —fa (08 (1) 8(y) + d_()d (0 d (],

32(0,5,@») = —ik-d(w) (1.62)
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1.4 Exkurs iliber Zylinderfunktionen

Bei der im folgenden Abschnitt 1.5 zu behandelnden Superposition
der elektromagnetischen Felder aus Partialwellen und in damit ver-
bundenen weiteren Anwendungen werden wir immer wieder auf Zylinder-
funktionen stoBen, die in diesem Abschnitt kurz besprochen werden
sollen. Flir Einzelheiten sei auf Kapitel 9 -11 des "Handbook of
mathematical functions" (hrsg. von M. Abramowitz & I. Stegun, Dover
Publications 1970) verwiesen, wo eine ausgezeichnete Zusammenstel-

lung aller wichtigen Formeln gegeben wird.

In der mathematischen Physik wird man auf Zylinderfunktionen ge-

fihrt, wenn in Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) die Dgl.

2

2 i $ 2
Vil v g2 plrger , V=5 v Ly L 9;‘{ r e, (1.63)

Gt 2

durch einen Separationsanéatz ¢lr, ¢, z) = R(r)-?(?)-z(z) geldst
werden soll. Mit den Separationskonstanten v? und «? ergeben sich

die gewdhnlichen Dgln.

” z
Rty + £ Ry & (Icz-f; YR(m =0, Pe) s Pty =0, 20+ [ftr-x72ct) = 0

Die erste Dgl. ist die Besselsche Dgl. mit den Zylinderfunktionen
Vv-ter Ordnung als L&sungen. Aus der Ldsung der zweiten Dgl. @ (¢) ~
excvq folgt, daB in Anwendungen, in denen der volle azimutale Winkel-
bereich betrachtet wird, wegen 4“?) = cP(¢r+27t) die Separationskon-
stante v auf ganze Zahlen beschrdnkt ist. Das Auftreten von Zylinder-
funktionen etwa bei der Dipolinduktion resultiert daraus, daB die

Dgln. (1.7a,b) nach Ersetzung von Bk-aia/vom Typ (1.63) sind.

A) Bessel- und Neumannfunktionen

Mit der komplexen Variablen z lautet die Besselsche Dgl.

2w z) p 2art)y 4 (2-v)wie) =0,

(1.64)
aus der man fir z = kr und w(z) = R(r) die oben angegebene Dgl.
erhidlt. Flir jedes V> 0 hat (1.64) eine L&6sung, die bei z = 0 regu-
lar ist, w(z) = J,(2) (= Besselfunktion erster Art, v-ter Ordnung

oder einfach: Besselfunktion v -ter Ordnung) und eine zweite L&sung,
die bei z = 0 singulédr ist, w(z) = Y, (z) (Besselfunktion zweiter
Art v-ter Ordnung oder Neumannfunktion v -ter Ordnung). Diese Funk-
tionen sind so normiert, daB fir z-» 0 und vz 0 gilt

v
Jy(,_;) = (2r2) fTvra) | Y (2) =

14

{cz/n) Aog 2, v =0

~tarm) (202)7 [ler, v >o,
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Wenn Vv = n eine nichtnegative ganze Zahl ist, sind Jn(z) und Yn(z)
zwel linear unabhdngige Ldsungen von (1.64). Fir v = -n, n>»0 sind
J_n(z) und Y_n(z) linear unabh&ngig und fir nichtganzzahliges v k&n-
nen Jy (z) und J_,(z) als linear unabhdngige L&sungen gewdhlt werden,

da gilt
Y, e = =T {emvm d0 -4 (0] (1.65)

J, (2) besitzt die Reihendarstellung

y ]
v 22 (-~ /%)
(%)

] (2) = .
v #zo R (V+hita)

(1.66)
Besselfunktionen mit halbzahliger Ordnung lassen sich durch trigo-
nometrische Funktionen ausdriicken. Zum Beispiel gilt.

7

2 £ :
J‘Z" (2) = (7{9) o 2, J»yf” = Kza) 72 (1.67)

Fir [z! =< und |arg zl<Z¥ gilt asymptotisch

L/ 2 , . ‘ _
Jy (2) = (i)/‘{(m(z-zlum-g)+ O(%)} N )=(5; )/‘[ﬂh«/i—;m ~2;3‘)+0(4/3)}

(1.68)
Die Funktionen

)
[ 4

werden als Hankelfunktionen erster bzw. zweiter Art bezeichnet.

Das Verhalten von Jo, J1, YO und Y1 fir reelles Argument z = x

zeigt die folgende Skizze, aus der auch abzulessen ist, daB fir

x->°°girlt Jo(x):: —Y1 (x) J1 (%) :::YO(X) .

7




- 39 -

Fiir den sehr wichtigen Spezialfall der Besselfunktionen erster Art

mit der gannzahligen Ordnung V¥= n gelten die folgenden Beziehungen:

Reihendarstellung
(2= (£)" = _cim® (1.69)
Jh - 2 2 R fotn)!
=0
Symmetrien
Jer = 0o ] () = (1" ] 2 (1.70)
Integraldarstellungen .
-y ‘2 ot
F2) = L e T o nt e (1.71a)
z o
i 71b
= L S Cni2plt—nt) ot (1.71b)
o
Rekursionsformeln
ih Ll /
Jr;-,+'7hl-/ = 2 Z Inoy = 2.‘7»,*‘7»
) & Y , (1.72)
];,_, = Juy = ZJ,, ]hH = 3 Ja - Jn

2

Flir Besselfunktionen der Ordnung v>-1 gilt das folgende reziproke

Transformationspaar ("Hankeltransformation")
O

(v) = (k) f, (%) k d=
% 5{5 ’ (1.73)

‘i{lc) = _/70-) 074, (kr) » Hr .

o

B) Modifizierte Besselfunktionen

Dies sind Besselfunktionen, deren Argument gegeniliber dem der norma-
len Besselfunktionen um 90° phasenverschoben ist. Sie stehen zu Jn(x)
und Yn(x) im &hnlichen Verhiltnis wie sin x und cos x zu e und e
Flir ganzzahlige Ordnung n und komplexes Argument z sind sie definiert

durch
I, = 07 1 (e,

(1.74a)
Ly, 72'[ o y( —L_"h{E ﬁ(a) .
K () = ( ~glLfeorig2)]= z 1, e,
(1.74Db)
Sie sind daher LOsungen der Dgl.
l 4 1 I3 .,y =0
2w ¥ 2w (2°447) - . (1.75)

Fir Anwendungen wichtig ist ihr asymptotisches Verhalten




a) fir z-0:

L) = (2/2)" nt

b) flr [zl— e, Re z
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b (3) = L C2r2) " tn=1y1
= 2

Ky (2) ~ - fog 2

?

> 0:

-,

%" Fevar]

2 T
L, (2) = € [+ g(va] > K, (2) = 37)

Vercz

In(z) besitzt die Reihendarstellung

== vt
- 2y s
L= (3) 22

Ferner gilt fir In und Kn

Symmetrien

by - —
Lew = @ Lo, L =L k o)k

Rekursionsformeln

Zh
2, -2, =22 }@ [ o
7-2»~, # Bap, = 2 3‘: ?hfl
. n
mit Z_ = I_ oder (-1) K
n n n
Integraldartellungen 24

p T 2cot
I,.(H=i-'fe Comnt ot
o]

2.0

T 22t P

c22)” )
/)h-. tdt

S rmn o

L6
e @’ °;- 2enbt

k (2) = .
A remy h ¢ 4{5) 2 250
o
Lne%) (22)7 f cat At L2
—_— /7?_' S {flf il)hfql‘

(1.80a-4d)
.8

In und Kn sind flir reelles Argument

z = x ebenfalls reell. Fiir dies Ar- a

gument ist der Verlauf wvon IO, I1,

KO und K1 nebenan dargestellt.

(1.76a)

(1.76b)

(1.77)

(1.78)
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C) Kelvinfunktionen

In Anwendungen (z.B. Dipolinduktion im homogenen Halbraum) kommen

modifizierte Besselfunktionen mit dem Argument
/e

2= X & ) Xzo
vor. Dabei werden IO, I1, KO und K1 durch 8 reelle Hilfsfunktionen
des Arguments x, ndmlich ber, bei, ber', bei', ker, kei, ker' und kei'
ersetzt, die als Kelvinfunktionen bezeichnet werden und tabelliert

sind (s. z.B. "Handbook of mathematical functions", Abschnitt 9.9).
Es gilt

; . 'Rty :t_-i ’ . v

l_o(xelt/v) c bevix) i baix) Itxe )= F[‘(r{)‘) + b 00 ] (1.81a)
. ) Iy =Ate Pe'c pe A KD

Wyixe ) = e (0 # 0 SO k(x€ )= o L * 1. (1.81Db)

Den Verlauf der Kelvinfunktionen in Form der modifizierten Besselfunk-

tionen zeigt die folgende Abbildung, auf der der unterschiedliche Or-

dinatenmaBstab fir In und Kn Zu beachten ist.

D) Sphdrische Besselfunktionen

Dies sind Besselfunktionen von halbzahliger Ordnung, die sich bei
f
der L&sung der Helmholtzgleichung

Vi s atd =0

in sphdrischen Polarkoordinaten als Radialfunktionen ergeben und uns
spiter bei der Betrachtung der Induktion in einer kugelsymmetrisch ge-
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schichteten Erde begegnen werden. Sie sind definiert durch

. T 2 &7
(2): ={— Y AL N
Lee=(Z)" 0, @, = () %, Y (1.82a,b)
und erflillen die Differentialgleichung
52“’"/3) t224'02) + L2 ~thennn ] i) = 0 (1.83)

Mit (1.65) und (1.66) ergibt sich aus (1.82a,b) als Reihenentwicklung

. ?‘1 2 2 2

[ = {4 - 22 (2 ~ 7 (1.84a)

" (2htar ! AL (2R43) T 2y (amt3)(2ntS)

y (3 = Aol { L 2 L (& (1.84b)

- 27" AL (A~2h) 20 Cam2a)(3-20) ;-
Fir ungerades k» 0 ist k!! = 1.3,5...k, so daB mit konsegquenter An-
wendung der Funktionalgleichung k!! = k(k-2)!! auch gilt (2n-1)!! =
(-1)n/(—2n—1)!!. Deshalb gilt die Symmetriebeziehung

_ y_qyn+1.
Y, 7 (-1) —n-1° (1.85)

Die sphdrischen Besselfunktionen lassen sich auch implizit darstel-

len durch die Rayleighschen Formeln

. 1 d 7 e g2 d) »2
L =+2 (—T;/?) =z B =-2 ( 2 } 2 = (1.86a,b)

Die ersten Funktionen lauten daher

. S 2 . [ Cord Con 2 Cn 2 A @
_ = - (2) = - (2)=- -
Jo(®) = 53— o, L= 7 Y 7 2t 2
(1.87)

Wegen (1.86a,b) lassen sich alle Funktionen durch negative Potenzen

von z und sin z und cos z ausdrilicken.

Mit fn := jn oder Yo gelten die Rekursionsformeln

2hé) _ htr 1( /
'F,,__ + F,,, T — f,' F"‘I -2 " i
i i 2 Lo {
’ “ !
# Theyy = (h*l)fhn = (th'l),(; 'Fn“ = }— 1(5. -{h (1. 88)

Ausgehend von (1.87) lassen sich damit alle Funktionen gewinnen.

Alternativ kann der Aufbau von jn und Yn auch .geschehen durch
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. H
=4 3‘, - - -1 f_h_, Con 2 ) (1.89a)

»

-4, e - 0" Jorey P2, (1.89b)

wobeil gn(z) mit g_q = 0, g =2z , 9,72 2 rekursiv definiert
(2n+1)z 1gn, n=20, t1,%2,%3. (s.a. (1.88)).

ist durch o1t In4q
Fir n = 0,...,3 sind die ersten sphdrischen Besselfunktionen flr

reelles Argument z = x in den folgenden Skizzen dargestellt.

Inlx)

3, (%) Y, (%)

Zum AbschluB dieses Abschnitts seien einige im ndchsten Abschnitt
verwendete Grundintegrale, die entweder Besselfunktionen enthalten
oder auf Besselfunktionen flihren, aufgelistet. Im folgenden sei

k eine komplexe Zahl mit positivem Realteil und z sei positiv. (In
den Anwendungen wird k = (iw uar)1/2 = |klexp(ir/4).) Dann gilt

mit den Abklrzungen
X = ’k’lf//?ll , R:: ”szé‘

Lee - &R
f e ]cm-) e (Sommerfeld-Integral) (1.90)

o

O

~kz - a — —-'I-
f e ]o(‘cwﬁ k= R (Weber-Integral) - (1.90a)
o
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S w2 A ”
/ = J s dre = TLFR-D] fr [Z(R12)] (1.91)
o & °

% -2 - A2 - AR

[ € J (e de = L (e - e ) (1.92)
(]
T oo -2

/ € Cnlky) dx = /fo(/? Vyzat') (1.93)

%
[

Die Ableitung des fundamentalen Sommerfeld-Integrals (1.90) sei hier
kurz skizziert. Zundchst bendtigen wir eine allgemeine Eigenschaft

der zweidimensionalen Fouriertransformation einer radialsymmetri-

————
schen Funktion f(+/x? + y?) = f(r). Es sei
+ oo »
' { A[K e"‘_"': 2
fo= /ff—-’ 4 (1.94)
-
mit r = xg + yi und K ='u§ + vi. Dann gilt

2

~ t oo _lHe -~
f (=) =f[ fre - T o x
- oo

Nach Einflihrung ebener Polarkoordinaten

X = r cosy, y =1 sin¢ , u = kcosx , V = ksinwu
folgt daraus mit d°r = r dr d ¢

o pad Ly LI Con ( Pmot)
24 o

s -
= 2F ‘/«ﬁ[ﬁ Jo(tco-) > ol r = : ,f(lr) ,
0 (1.95)

denn mit der Integraldarstellung (1.71a) gilt

Firs . T~ e
thkev Con (P~ &) i et Che v Cen € —
of@ o/(P = —{e o/t‘ = ofe hdé - 2/( L(‘t"’),

Die Fouriertransformierte einer radialsymmetrischen Funktion h&ngt
damit auch nur vom Betrag des Wellenzahlvektors ab. Damit 1l&8t sich
auch (1.94) durch JO ausdriicken und es ergibt sich zusammengefalBt

das Transformationspaar

o o, .
£ = & f £ oo J (e e ol i

[~

oo (1.96)
zrzf' £er) Jolierr r ol
0 ° .

1]

{A[m
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Mit g(k) := E(k)/(2w) geht (1.96) in das symmetrische Hankeltrans-

formationspaar (1.73) mit v = 0 lber.-

Die in (1.90) auftretende Funktion exp(-kR)/R 1ist radialsymmetrisch
und erfiillt fir R >0 die Dgl.

vz¢"/k“{, =0)

d.h. die Dgl. (1.63) mit £(z) = -k?. Die Superposition der partiku-
ldren LOsungen ergibt daher
~#2R - ~&2
e - L 76,{(‘1-)8 Jrry i ole, o= ki At
R -

»
mit einer noch zu bestimmenden Funktion f(#). Spezialisierung auf

z = 0 und Anwendung von (1.96) liefert mit (1.71a)

- =~ r ;T T mrl M et
{(K‘): 27?‘/@ ‘Z,(‘f")d”:fdtfe ) Hr =
o ° o
2rc
f df 2 _ 2lc
= o AR =ik Cat - Vk‘?hk': X
Das letzte Integral ist elementar, kann aber auch elegant nach Ein-
fihrung der neuen Variablen B8 = elt mit dem Residuensatz durch Inte-

gration lber den Einheitskreis der B-Ebene gewonnen werden. Damit
ist (1.90) bewiesen. &

Anmerkungen:

a) Das Weber-Integral (1.90a) ist ein Spezialfall von (1.90) fiir k = 0.
Man gewinnt es am einfachsten direkt durch Einsetzen der Integral-
darstellung (1.7%a) in (1.90a).

b) Das Integral (1.92) 138t sich aus (1.90) ableiten. Wegen J1 = —Jo
(s. letzte Gl. von (1.72) flir n = 0) und der Besselschen Dgl. (1.64)
flir v = 0 gilt ‘

l
F [T [ ] = ok J (kT (1.97)
Bezeichnet X(r) das Integral (1.92), so folgt aus (1.97) und (1.90)
-RR
4 x) = €
L. (-X) = &7
und damit wegen X(0) = 0 und der Abkilirzung R' = Yr'? + z?
T kR’ R ’
_ L e ’ / -RR ’r
X(‘*)-v.’_f - »rd"':';'fe AR =
3] R Z
_ A2 - ARR
= L [e - & ] [ ]

A
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1.5 Partialwellensynthese der elektromagnetischen Felder,Fir die

wichtigsten Quellfeldtypen der elektromagnetischen Tiefenforschung

1.5.1 Vorbemerkung

Wir betrachten im Abschnitt 1.5 nur die zeitlich harmoni'schen Felder
mit dem Zeitfaktor exp(iw t), d.h. die Partialwellensynthese in
(1.24) wird nur beziiglich des Wellenzahlvektors und nicht bezliglich

der Frequenz vollzogen. Flir eine FeldgrdBe A(r,t) wird dann 2 (r,w )

geschrieben,
too .
A L ,2(» w)e‘s.zdﬁc
A(r,w) = 41t ff - -
-0 (1.98)
und wir verstehen unter A(r,t) - je nach Geschmack - den Realteil

oder Imaginidrteil von Z(g,ai) exp(iwt). Die Frequenzintegration
kommt erst im Abschnitt 1.7 ins Spiel, wo trancsiente Prozesse in

Form von Ein- oder Ausschaltvorgingen betrachtet werden.

Wir behandeln im Abschnitt 1.5.2 das Grundmodell dsr Magnetotellurik
mit quasihomogenen induzierenden Feldern, im Abschnitt 1.5.3 zwei-
dimensionale Quellfelder (z.B. Linenstrdme) und im Abschnitt 1.5.4
die Induktion durch elektrische und magnetische Dipole. Erst hier
kommt der in vorangehenden Abschnitten betrachtete Formalismus der

TE- und TM-Felder voll zum Tragen.

1.5.2 Das Grundmodell der Magnetotellurik

Die Magnetotellurik (MT) benutzt als Quellen die Strome in Ionosph=-
re und Magnetosphdre, deren Magnetfeld induktiv an den Untergrund
angekoppelt icst. Diece Quellfelder werden in horizontaler Richtung

als guasihomogen vorausgesetzt, d.h. gie sollen sich in Lingenbe-

reichen, die mit der Eindringtiefe dieser Felder vergleichbar sind,
nur wenig sndern. (DaBf die "Eindringtiefe" auch eine wichtige hori-
zontale Sfkalenldnge ist, wird weiter unten (Gl. (1.109) und (1.111))
deutlich werden.) In dem hier zu betrachtenden einfachsten Modell
der MT wird die Leitfiahigkeit als nur tiefenabhingig vorausgesetzt.
Ist ® die dominierende Wellenzahl des induzierenden Feldes, so kann
die Quasihomogenitdt etwa durch die Bedingung

Co (x, Z< A
we [ Cg teyer | (1.99)

definiert werden. Dabei ist CE = l/BE = l/Bl die kompléxe "induktive
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MaBstabslinge" der TE-Mode und kann fiir ein vorgegebenes,Leitfihig-
keismodell etwa nach (1.38) oder (1.39) berechnet werden. Flir einen

homogenen Halbraum mit der Eindringtiefe p nach (o0.1l) gilt z.B.

1 P

C (x| = - .

1€ ] Tetr ot | = (k4p¥ ey
Der Bereich der Quasihomogenitdt ist in einem kICE(*ﬂ - bzw. |CE(wﬂ-
Diagramm durch das geradlinige bzw. konstante Verhalten gekennzeich-
net. Hier kann CE(k) durch CE(O) =: C ersetzt werden:
el Cof

& lCEV

1

i
7

H?‘t/nu,.og ;:;" HTTﬂeM.'tJ‘

S
N

kP

In der MT mift man die Horizontalkomponenten von E und H wund in dem
hiedbetrachteten einfachsten Fall der MT leitet man dann aus orthogo-
nalen Komponenten von E und H die Oberflachenimpedanz Z(« ) :=
ZE(Zso,/c =0, « ) ab. Mit einem beliebigen horizontalen Einheitsvek-

~

tor & gilt

Z(Lu) = l.w/(o C(‘“) = §§/[§(ﬁx§7]

(1.lo0a)

I ~ ”~
also fir e = X bzw. y

= 7 (),
Eyﬁu)/f&

Zw) = g,fw)/‘/r (w) = = (1.loob)

Aquivalent damit ist die Angabe eines scheinbaren Widerstandes

I Lo z = o | Cew 2
ﬁa")"‘ twro /2( d wp )| (1.101)

e cop |E Bt [P/ LE Atk DI

-

und der Phase ¢ von Z. Flir einen homogenen Halbraum mit & =1/f£
ist z(@) = (wx )1/

gende Fig 1.4 zeigt als Beispiel den scheinbaren Widerstand f;

, s0 daB in diesem Fall fa = P ist.- Die fol-

ale Funktion der Periode T fiir ein einfaches Dreischichtmodell, das

etwa fir das Norddeutsche Becken repridsentativ ist. Angegeben ist
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Fig. 1.4: Beispiel flir eine scheinbare Widerstandskurve der MT.
Zusdtzlich zu fé'ist die Scwerpunktstiefe 2¥= Re C des induzier-
ten Stromsystems dargestellt. Fir kurze Perioden nihert sich £
dem spez. Widerstand der ersten Schicht, fiir lange Perioden dem
spez. Widerstand der letzten Schicht. Die "Uberhshung" zwischen

T = 1000 s und T = loooo s stammt von der schlecht leitenden mitt-
leren Schicht. Die "Unterhohung" zwischen 1o und loo s hingt mit
der Definition des scheinbaren Widerstandes zusammen und ist nicht
mit einer realen Widerstandsabnahme verknipft.

der scheinbare Widerstand und die Schwerpunkktstiefe des induzier-

ten Stromsystems als Funktion der Periode T.

In der MT braucht wegen der Verh3ltnisbildung in (1.loo) und (1l.lol)
die genaue Struktur des Quellfeldes nicht bekannt zu sein. Wichtig
ist lediglich, daB das Quellfeld aus =0 kleinen Wellenzahlen be-
steht, daB die Bedingung flir Quasihomogenitdt, Gl. (1.99) erfillt
ist. Obgleich man dem Quellfeld mathematisch die Wellenzahl = = ©

zuordnen kann, ist physikalisch von Bedeutung, dafB Quellfelder mit

hinreichend kleiner positiver Wellenzahl Betrachtet werden, denn die
in der TE-Mode induzierten horizontalen Strdme bendtigen zu ihrer
Erzeugung eine Vertlkalkomponente des Magnetfeldes. Unter der Be-
dingung k|C[ <«¢1 ist diese im Beobachtungsgebiet (Dimension [C[)
klein und erreicht erst auBerhalb desselben Werte, die mit der Hori-
zontalkomponenten vergieichbar sind. W&hlt man etwa mit &= v i

fiir das TE-Potential der Quelle




. Cw) ) -] 2 -
CPEe[_rlu)::-../_‘le_f_{.l‘.’___/;p..vY e ,
(1.102)
so ist nach (1.17a)
~ et 2
~ et 2 ~Q

72 v = Con e - J
H& () Ho Crey ) ¢ ° (1.103)

so daB im Bereich |y| £ [Cl wegen |[vy|< [vCl<4¢1 gilt[ﬁi/H?Ié‘ 1. Aus
den Gleichungen nach (1.56) ergeben sich noch als als Gesamtkompo-

nenten bei z = o

~ ~ 2wile Hs .
~ ZHO f/ (Y o) = -~ /"‘w l’y
- e Co i
/4/7 (Y,0) e i Vo2 Ye At | Gz (1.104)
mit Cp = CE(tvl,uJ). Aus (1.103) folgt fiir beliebig groBes |[v]

Dy Hy (o) = g ity ) HyC¥io).

FUr quasihomogene Felder als Superposition von beliebigen Partial-
wellen hinreichend kleiner Wellenzahl gilt deshalb allgemein mit

C(UJ) = CE(OI w )

o — n ‘,w) (e=) .
y Hy (0,0 = Hy° / (1.105)

HZtte man allgemeiner den Ansatz qg(;,u’)=A(a’) exp(ixr -kz) ge-
r

macht, so ergibt sich als Generalisierung von (1.105) mit = (x, y, 0)

8,< Hx (Z0) + 97 Hy (g0 = 'Hé (:,(.,)/[(u) . (1.1lo05a)

Die Quasihomogenitit soll nun noch von einer anderen Seite betrachtett
werden. Ausgangspunkt ist (1.27a) mit der Definition (1.33). Es ergibt
sich etwa

g (0,5, w) = (Ko Cp Cr w) //y (0, k, &)
' (1.106)

wobei der Index E bei den Feldkomponenten fortgelassen wurde. Wir
interessieren uns fiir die Gestalt von (1l.l06) im Ortsraum. Gebrauch

gemacht wird dabei wvom Faltungstheorem, das in einer Dimension lautet:

Sind E(u) und g(u) die Fouriertransformierten von f(x) und g(x),
+o0o

‘)F{“’ = f{[x) e—

—_ O

e x

A = - x
ax, ger = [goe Tax,
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3 u"
so 1st + oo

{‘0" - 7R Y ’

(u) §lw) & = ')fzxx)ﬂ(x =1 ¢X

/ ? o £ % g
- D0 i

I
27 (1.107)

Der Bewels ergibt sich einfach durch Einsetzen unter Beriicksichti-

gung der Fourierdefinition der & -Funktion
joo |
= ! fe‘”oca
Fexr = -4 ) . (1.108)

Durch Anwendung von (1.107) in x- und y-Richtung folgt aus (1.1lo06)

mit r = (x, v, o), r' = (x', y', o) und r' = [r'
r r Ly
‘o= ~ .

E;(_:,w) = (w Mo [ C C": w) Hy (.""-f:‘«/) Ax’ (1.109)

Dabei ergibt sich, analog zur Auswertung des Integrals (1.95),

4 oo c"c'_‘."’ [
~ { - /
"’ - o, w) & 2 - 4 o
C( c ) = —_——‘:‘EL [/ (E (K, A = i [CE(‘C,W)‘Z(“"’)‘T i, (1.110)
o o)
Der Kern C hangt also nur von r' = |r'l ab.

Gl. (1.109) zeigt, mit welchem Gewicht die Werte von ﬁ? am Ort
r - r' in der Umgebung des Punktes r zum Wert von Eg am Punkt r
beitragen. Flir einen homogenen Halbraum mit der Leitfdhigkeit &

gilt zum Beispiel:
/

/
(oo, w) = ——=————— = T
€ I Vict trwsns Victr po
co daf mit dem Sommerfeldintegral (1.90) folgt
~ ' —- 4 r!

Die Gewichtsfunktion hat also die horizontale Reichweite p, die der
vertikalen Eindringtiefe eines homogenen Feldes in einen homogenen
Halbraum entspricht. - Ist allgemein'g Uber die Reichweite dieses
Kerns konstant, so folgt aus (1.108) - (1l.1lo) wieder die quasiho-

mogene Beziehung

-— & - (2% H L C ‘ ] d - - /k [4 — C( ) ¢ )
Y } s (9' U) 4 C-c//(, 7
E" ( i ) =/ /(9 [—( ) ﬂ 4 [ -4 # & L -

Aus (1.109) folgt auch noch, daB die guasihomogene Beziehung gliltig
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bleibt, wenn die horizontalen Magnetfelder Ex und ﬁ? einen (beliebig

grofen) Horizontalgradienten aufweisen, also z.B.

~ " [ (r r_ g cz) y!
va(:_::) - /./7(:)- 2y H, (<) x Iy H?’ Y,

da die ungeraden linearen Terme aus Symmetriegriinden keinen Beitrag
zu (1.109) liefern. Zu diesem Magnetfeldgradienten gehdrt nach (1.lo5a)

eine konstante magnetische Vertikalkomponente ﬁz.

SchlieBlich sei noch kurz auf die ersten Abweichungen von der quasi-
homogenen Beziehung eingegangen. Sie treten auf, wenn die Taylorent-
wicklung von ﬁ% und ﬁy um die Terme zwelter Ordnung erganzt wird,

also z.B. um

2 0 (e oyt T L ) Iyt U oe) )t
E T R N .

Der mittlere Term liefert aus Symmetriegriinden keinen Beitrag, und

aus dem ersten und dritten Term folgt mit der Definition

* + oo ~
~ ! 3 (,.r 2
Dlwrim £ Jloxr Compndis? = § [[ V0 CCTI i

als Erweiterung

~ k3 2 ~
é: (r,0) = Cw Mo {C(w) Hy lrie) + Dw) (aw’Law)yr (rpen o
X

(1.113)

Die Korrektur 148t sich auch durch den Horizontaligradienten von HZ
~

ausdriicken: Wegen J_ = o ist nach (0.3) 3 H - 2 ﬁ_ = o, so daB mit
Z X'y v X
(1.105a) folgt

(al*X*az‘/Y)i; = ay Caxyx+ay#7) = 9) //2/[

Damit ergibt eich fir EX und EV zusammengefant

é‘; (f,w) = + cwiko {C/w) /‘77(—'-':‘4) * (-D[“’)/C(“')) ay HB[:'U)} )

~ ~ (1.114)
Cepo [ Cowr Hlzw) (Dt Can) B, /fé(r,wf

Ey‘(:(“/) = -

speziell fiir den homogenen Halbraum ist C =1/k, so daB (1.112) mit

(1.111) nach Einflthrung ebener Polarkoordinaten liefert

: T , oo - B 4
Ml = 2 [ Dy’ [Orrte” T a =
o (-

)

2 4R

also D(w)/C(w) = 1/(2k%) = 1/(2iw 4 &) .
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1.5.3 Zweidimensgionale induzierende Felder

Die Streichrichtung sei die x-Richtung, es gelte also %{5cn Wir
betrachten hier nur die TE-Mode, schliefen also etwa Felder aus,
die durch eine Aneinanderreihung von kleinen elektrischen geerde-
ten Dipolen in y-Richtung entlang der x-Achse entstehen konnten.
Die einzigen nichtverschwindenden Feldkomponenten sind dann nach
(1.17a) und (1.18a) - Index E fortgelassen -

B, = + 0 "'93'4):,

~
"
~
I~
U

"

Bi=—aly)r Ye
:—‘Qy(fzﬁ =—Ax.

-y fAx,

Im 2D-Fall lascen sich also alle Feldkomponenten bereits voné&%%
ableiten, also von der einzig nicht verschwindenden Komponente des
Vektorpotentials A = A_ é, mit dem B durch B = ¥ x A zusammenhdngt.

Liegen die Quellen im Gebiet z <« Zlé 0, co gilt fir =z zq

- ’ too . oy , 4.=..e ~lt g+ Y
At evew = 5= [ fLcamwr eav = 2 (fFm e 4 (1.115)

und das Gesamtpotential ist dann nach (1.54) und (1.55) gegeben durch

/4: (v,2«) = ;;—L‘ _Z‘ {e—”lé*‘ llvyll; :Z e“,lz‘} {;ec""d) e"l’Ya(V =
- Zi_ff.{_ /)k:" - I ':lf:,g fe f"emw)em/ ot (1.116)
Hieraus kdnnen die Feldkomponenten durch
B, = 2 dx B=dyd, B (1.117)

gewonnen werden. Der erste Term von (1.116) besteht aus dem Quell-
potential und seiner Spiegelung an der Ebene z = o. Bei hohen Fre-

quenzen und/oder hohen Leitfihigkeiten wichst B_ unbegrenzt (homo-

_ B
gener Halbraum: BE = v2 + iulﬂOG'), so dafl in diesem Fall allein der
ercste Term lbrig bleibt und richtig das Verschwinden von gz und Eg
bei z = o beschreibt. Der zweite Term enthilt die Abweichungen vom

idealen Leiter und damit die eigentlich interessante Information.

Wir betrachten als Beispiel flir die Bestimmung von fg(V,Ld) einen Li-

nienstrom f(a)) am Ort vy = o, z = -h, h>o. Die bekannte Form des zu-
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gehdrigen BS bei z = o muB mit der Integraldarstellung von g; nach

(1.115) und (1.117) verglichen werden:

T e vy

g'(vow) = - Ho 1) h —I_—‘. flv{ 'fo (vyw) & dAv

LA ¢r yirat |

Daraus folgt _ rom iy
~ 4 oo =iy o Ttw) ! !
/(oICw)h e i =_/( { — - 5 }e Ay

e —_ — Y . y-ch Y #i
fo cae = 2rc vl JLA: qrcivl o,

o C - o

Fir v o (v 3y o) kann der Integrationsweg in der oberen (unteren)

y-Halbebene geschlossen werden, so daB der Pol bei y = ih (y = -ih)
mit dem Residuensatz liefert
” —1vlh
{ (rw) =
-] 21ivr]

Damit ergeben sich aus (1.116) und (1.117) als Feldkomponenten in

-h< z<o0
o>

~ = hea b2 ethm)

H_ ¢ = L {—— - f-Z{"O""Y e de

Ao = = [+ A A e B

2 20 yitlare yt./.[h-ﬂ‘ LR, (e) olv }’ (1.118)

o s

~ "' 2 & -212\% - _

Eon = 2L [ log(Ligrgn) vaf ey Y,

x ylF Chtd) brBsr)

In der Form (1.118)sind die Feldkomponenten tatsdchlich fiir alle z <o
gultlg - Wir wollen uns abschliefBend noch davon iberzeugen, daf fir
EX und H aus (1.118) in Gebieten groBer Feldhomogenitit die guasiho-
mogene Beziehung (l.looa) gliltig ist. Am Erdboden lauten E% und ﬁy

"‘V/dof f°° Con Yy e—b4

E (ve) =~ dv
LI T o Vf'@(*) ’
o
~ L Cr Yy -tk
= ——— P
Hy v S { ylfhl fw-;eﬁc»)

a) Hoher Linienstrom (h» |IC|, h»|y|)
Durch partielle Integratioh ergibt sich als erstes Glied der

asymptotischen Entwicklung

oo - th o
fgtwe o///=°1;)f06”/h‘),4"°°

o
so daB mit C(w) = l/BE(o,a)) gilt

~ vy Lt e ~ - T
Ex (Y, 0,w) == — Clw Hy Y0,w) = T

also (l.looa) erfiillt ist.
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b) GroBe horizontale Entfernung vom Linienstrom (|y|»h, |y|»ICl):

Mit der asymptotischen Entwicklung fir |y| - ee (s. z.B.

C.J. Tranter, Integral transforms in mathematical physics,
Methuen 1966, p. 66)
' f ‘¢o) .f m(o)

ce -¢
f-f(V)CrhV7d" = - T * Z 0(7 Y
Py b Y
ergibt sich wegen Bé(o) = o (da Bp eine Funktion von k2)
~ ; T z
E, (y,0) z__‘.i’_’i‘f_ig_ (A+h(c),
7Z7"
~ | ic h/c
HyCro) = — =3 (a+h/C),
so daB wiederum (1.looca) erfiillt ist. - Flr ﬁz erwarten wir in
diesem Grenzfall wegen (1.105) '
~ ~ 2T ¢t C
HéCY,O) ~ Cay :‘/),(y,o) = zy3 (/11"‘7/ 7.
Dies wird auch durch die Anwendung von
o "
. {2 £ el -5
f{[u)/u—.yy Av = 5 " v + O (Y )
o

(Tranter, p. 66) auf ﬁ%(y, o) aus (1.118) bestatigt.

1.5.4 Induktion magnetischer und elektricgcher Dipole

Tn diesem Abschnitt werden durchgehend Zylinderkoordinaten (r, ¢, z)
mit z positiv nach unten und der Erdoberfldche bei z = o verwendet
Es gilt x |

X = r cosg , y = r sing

Die Dipole liegen auf der z-Achse. - Da bel (%Y =(~»¢)
Dipolinduktion das Quellfeld dreidimensional >
ist, muB das Doppelintegral (1.98) ausgewertet ' >y

werden' Eine wegsentliche Vereinfachung ergibt

sich jedoch, wenn das Quellfeld rotationssymmetrisch bezliglich der
z-Achse ist, d.h. A(r) = A(r). In diesem Fall kann nach Einfithrung
von ebenen Polarkoordinaten die Winkelintegration durchgefithrt wer-

den und man erhilt das Transformationspaar (1.96), d.h.

Cr>
~ / -
Alr) = z—m—éf,dcu:) Licv)nda

(1.119)

-~

oo
Ax) = 21 /A(v) Jo (kcv) 4~ o7
o




- 55 -

Entsprechendes gilt auch fiir Felder, die sich aus der horizontalen
Differentiation von rotationssymmetrischen Feldern ergeben, z.B.

3 A(r) = A'(r) cose = B(r) cos¢ . Mit B(r) = &'(r), B(x) = —wA(x)
folgt aus (1.119) mit Jé(w) = - Jl(w):

o

Ll l -y
Blr) = — [ Bx) [ (cw) n die
s ’ (1.119a)

2 [ Br) J (av) > dr,
o

(Durch die Umdefinition ﬁ—az/(2n), ﬁ-éﬁ/(Zn) erhdlt man wieder

[}

il‘n

das symmetrische Hankeltransformationspaar (1.73) flirv = o und 1.)

a) Vertikaler magnetischer Dipol (VMD) mit Moment m(% ) bei r=o, z=-h,hs.

Der Dipol wird physikalisch realisiert durch eine (kleine) horizon-

tale Spule mit Strom T und windungsfldche A, so dal m = T-a. -

Da E = E&.f, also ﬁ% = 0o, tritt nur die TE-Mode auf. Mit R2 = r2 +
(z + h)2 ist (s.a. p. 17)
~ e l ! ~
He (r,w) = *:;w) Vo, (R) = — Y9, cf: (x,0),
- § (1.13a) -
so daB mit dem Weber-Integral (1.9oca) folgt
~ ~ o
e Ho b (w) Mo matw) - [2+A]
iy = = e (kr) oic,
feziwr = =72~ = 4r Of % . (1.120)

(?; ist bis auf eine physikalisch belanglose additive Funktion
f(x, y) bestimmt, die durch die Normierung 2;; = o flr [zl - e zZum
Verschwinden gebracht wurde.) Aus (1.120) und (1.119) folgt mit
fg(z,k,éd) = fg(k,u/) exp(~&¢z) flUr z > -h
e Mo ) ~sch

_{; (k,w) = e € )
wodurch die Funktion fi in (1.54) bestimmt ist. Aus (1.54) und
(1.55) folgt daher flir -h£ z< o

~c ~k |2 +h] (r,0) — -tk lh-¥)
(F (3, k) = /‘; w){ e - —————-—BE vox e } (1.121)
Durch die Verwendung der Betragstriche |.| erhdlt man auch fir z ¢ -h

ein in Richtung z=-ee diffundierendes Feld, so daB (1.121) tatsich-
lich flir alle z <o gliltig ist. Gl. (1.119) liefert deshalb abschlie-
Bend

O

G (ru) = /_i_’"l_“"'[ a f_ai(_“i’_i‘, eI S err dx}, 2 g0 (1.122)
e 7/ - qrc R ° EE(lc,b‘) e °
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Der erste Term ist wieder das Primdrfeld, der zweite Term das in-
duzierte Sekunddrfeld, das flir eine beliebige Schichtung nur nume-

risch ausgewertet werden kann.

b) Horigzontale groBe Stromschleife vom Radius a und Strom f(“ )

~mit Mittelpunkt bei r = o, z = ~-h, h o

Wir verwenden die Ampéresche Aquivalenz: Es cei [ eine vom Strom I

durchflossene orientierte Stromschleife und S sei eine von IC berande-
te beliebige Fliche, mit der Flichennormalen fi(r), die mit dem Rich-
tungssinn von T eine Rechtsschraube bilde. Dann ist das Magnetfeld
des Stromes T fiir Punkte r ¢ S dquivalent dem Magnetfeld einer auf

S angebrachten Dipolbelegung mit der Flichendichte (= Dipolmoment/
Fldache ) u(r) = 1T ﬁ(g).

Die Auscsage diesesgs Theorems ist anschaulich klar z.B. fir eine ebene
Quadratespule, in der sich nach der Zerlegung in Elementarspulen =

Elementardipole

Y

L 4

wih

h
N

N
4
n

va

die Magnetfelder der internen Strdme kompensieren und daher nur

die RandstrOme einen Beitrag liefern.

Das Potential ?E einer Kreisspule ist deshalb mit (1.120)

~ pmo- Q I
~ Mo Tlw) ~ ke ldth] / p ¢ '
e = 22289 ‘ol d «R')
¢ (£,0) dic e rior f- ¢’ J
E i . ! o.[ P o

TN

(%)
\
\

mit (R')2 =2 4 (r')2 - 2rr' cos (@-¢'). \3'

Spezialisierung auf r = o liefert mit (1.97) ! 1)
~ Ta £ _wizehl ok >
(fECCv-zp‘t’w) = &____.. fe _Z‘(u-a) TC- Y

o

Andererceits mul wegen der Rotationssymmetrie fiir z » -h auch gelten

(s € [ e ke
G e = o [sre™ Do = e
-4

woraus durch Spezialisierung auf r = o folgt
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rI ~&h
7[e(‘c,c«; o Lol J (xa) e
° el ~ J

so daB man in Analogie zu (1.22) erh#dlt

~ o I ¢ D= &t+h -
f_(ruw) = u’_“ S/ {e <l i .ﬂ"_(k’u_“‘ -t H}](’"”](‘")d » (1.122a)
Z fo

Flir kleine Spulen ergibt sich wegen Jl(w)z w/2 (s. (1.69)) mit
m = razf wieder (1.122). Das Integral Uber die Primdrerregung ist

nur durch elliptische Integrale ausdrickbar.

c) Horizontaler magnetischer Dipol (HMD) in x-Richtung mit Moment m

bei r =0, z = =h, h>»o

Dieser Dipol kann physikalisch realisiert werden durch eine kleine
vertikale Spule (mit horizontaler Achse). In der Praxis 1a8Bt sich
eine deratige Spule (mit hinreichend groBem Moment!) wesentlich
schwerer verwirklichen als eine auf dem Erdboden liegende horizon-
tale Spule (VMD). Deshalb besitzt der HMD als Bodensender keine
praktische Bedeutung, wird aber neben dem VMD gleichberechtigt in

der Hubschrauberelektromagnetik verwendet.
Da ﬁz # o und Ezi 0,sind jetzt TE- und TM-POtential erforderlich.

&) TE-Potential

Es ist (s.a. p. 17)

4 Cr,w)y = = () \'R ( ) _I;' 79 Cfe (r,w)  RI- 1 caem)t

41
S 38 Mo Patw) Mo Pr(w) T~ ekl
) aé ‘fe (riw) = e 3, ('RL) = = prrs fe Z‘(‘tv)k-dlf Cor
o
- oo
~ Ao M(w) ~ 4kl 2th]
€/ - —— e Cécv - .
Die geschlossene Darstellung von'(‘{;g ist (s.a. p, 18):
~ o ( (2+h)
cf: (Fiw) = fomlw) X Afh
= 4R (R4 12+¢41)
Aus (1.123) folgt in Analogie zu (1.122)
(-~
~ . B_(fw) -k —k(h-2)
~ Ho i (w) _ . £ . S
v = e (wev)d pan (Z+h
G triw T { R(R+I2¢h1) of 3 (i ot} cop 19 ),

zZ £ (1.124)
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B) TM-Potential

Das TM-Potential 1&aBt sich aus EZ gewinnen. Nach dem Beispiel wvon
p. 18 ist

- W Uy ) ¥
4 (R + 12¢41)

)

if54“7=

so daB man durch Spiegelung mit (1.22) erhidlt

~ =t o 17 L)Y < A
(xw) = { + — 20 (1.125)
(ﬁ“’ a0 Vrte chin? « [heot 'y'r‘ +{h-)t + (1,-2)}’

A~

Mit QM ist in z¢o nur ein elektrostatisches Feld Verknﬁpft.?h ver-
schwindet -im Leiter z » 0, so dal E hier eine von %% resultierende

x—Kémponente besgitzt, die im Quellfeld nicht auftaucht, s.a. p. 18.

d) Horizontaler elektrischer Dipol (HED) in x~Richtung mit Strom-

moment d bei r = 0, 2 = 0

Der HED wird physikalisch realisiert durch Einspeisen des Stromes
T(w) mittels zweier Elektroden in den Punkten (€, o, o) und
(-€,0,0) . Diesem Dipol wird das Strommoment E = 3'2 = 2 éf'g zZu-

geordnet

Wegen Hzgé o und EZE¢ o werden wiederum ein TE- und TM-Potential be-

notigt.

%) TE-Potential

~

5; 13Bt sich wieder aus Hi gewinnen: Diese Komponente wird durch
das in x-Richtung gelegene Stromelement d = 2e&I g erzeugt und bes
triagt (Biot-Savart)

diw) y /

4t R3¢ Ho
(l(3a)

{ 2 2

2 e 2 _
aiz(f;[!'“); Riz ~"+2

h;e(ZZ“’) =

Daraus folgt

/7 dlw) = ~fo i3
2 e, _ Mo a/IW) € - Ao liev) ke o .
3,, 55 = yre %,(K) + —;E——J[e S (ev) ke doe po o
also
~ o ~

~ ~bct3f olwe . Ao dlw)

@ (r,e) = Ko ) fe AT, = 7 ¢ = r =

E 4 Py 4%'( +l2t) (l.]ﬁ26)
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Damit lautei:%:in z<o (s.a. G1l. (1.122))

O (ro Ko d (@) Belkw) -k -klEl dAre _
(r ¢ = ———— - (Kvr) —
(fE ';W) 4 { R+12| '[35(‘%“”"3 e ‘Z 0 }ﬂ“‘q’ (1127)

Das PotentialEFE begchreibt flir z < o tatsdchlich das Magnetfeld eines
in z > o gelegenen divergenzfreien Stromsystems, das aus dem horizon-

talen Leiterstiick § und zwei vertikalen Linienstrdmen bei x =€ (ab-

warts) und x = - & (aufwirts) besteht. Die beiden Kok 0 yoe
Linienstrdme sind das Aquivalent flir das auch bei » ---=3X
&w = o (d.h. ohne Induktion) existierende Gleich- E
stromsystem, das in Wahrheit natiirlich aus einer 1A E V1
kontinuierlichen Stromverteilung besteht. Im Grenz- E

]

v

z

fall w = o ist BE(k, 0) =k und (1.127) reduziert
sich auf den ersten Term. Das Magnetfeld im Luft-
halbraum z< o hdngt im Gleichstromfall beim geschichteten Halbraum

also nicht von der Leitfadhigkeitsverteilung ab.

Wir wollen uns davon iberzeugen, dafB das Magnetfeld des obigen Strom-
systems im Lufthalbraum z < o tatsdchlich durch ?E beschrieben wird
d.h. mit (1.126) und (1.13a) durch

Hcw) = — Vo, ¢tz = \d(u)y )
g Ao - 4T R(R +121)

Zu Ez tragt nur das horizontale Stromelement bei und‘fg liefert nach
Konstruktion den richtigen Wert. Flir die Horizontalkomponenten er-

gibt sich mit Biot-Savart (Sromelement ds am Ort r )

- I as x(r-r,)
(r = / s
7)== Ir-ry3 "’

und mit R = x2 + y2 + z7 fir z< o

~ LIy / /

() = Lo —— - A,
X P of{[(x+é)‘f~/l+(2;u‘]’4 Llx-€)ieyir(2:2)t] Javg
b d o A~
= i f VER 9 d-y
roylegaga)y T 9% 4m RCRr1w)
A () =t [{ - X" €
J >0 4r ![(xfe)z;yzf“-z,,z] 3L L(x-6)t tvl s (et f d2e +

+&

+ { 2dx.
oz [(Xo“ﬂ)lf—y'-f.z.;] 32 ] =
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~ N

d x 2 a 1 2 :
— e — —_— —_ - +9 R+[2 =
- 4 { ax R(R+121) t R3 } 4r (a"x ‘”) /&J ( ! )

]

d-y
Y GTR(R+121)

-+ Loy, My (Retn) <
P o

Bei Hy wurde ausgenutzt, daB log(R + z) = fdz/R eine LOsung der

Laplacegleichung ist.

B) TM-Potential

Die Gleichungen (1.61) und (1.62) liefern flir das Gesamtpotential in

zZ L0

o~ + o . L‘K.f
-k [ 2] L -2
(? (r,w) = ——-—M { e BIH (x,«) __3' e dzi_c =
M 40 o K
~ D - ,t
dtw) 3 fe ki2] 3 Lre, ) Jler) fi—;
= W G lto) X5 # T
so daf
g oo
~ - dtw -kl aic.
({MC.‘:‘LJ) = __(;__(_.) e 3/10:,(4)]4(&'*) " ch)o’ 2 <o (1.128)
2T G (+o) o

1.5.5. Integraldarstellungen der elektromagnetischen Feldkomponenten

im Lufthalbraum flir die wichtigsten Quellfelder

Nach Bestimmung der elektromagnetischen Potentiale im vorigen Abs
schnitt folgt nun noch eine Aufstellung der daraus resultierenden
Integraldarstellungen aller Feldkomponenten der wichtigsten Quell-
felder fir Aufpunkte im Lufthalbraum z < o. Die Integraldarstellungen
werden auf acht Grundintegrale reduziert, die nach einer Methode,
die im folgenden Abschnitt 1.5.6 beschrieben wird, effektiv nume-
risch ausgewertet werden kdnnen.

Mit den Abkirzungen

YRS LI A
B, (k) ¢k

-y 2
} e AR, = lwu, & (+2)

]

2
: (k - -
§ e, 8): =2 {3 01/ A B, (x) +&
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in (1.55) und (1.60)

wobei die Ubertragungsfunktionen BE und BM
(1.38) und (1.49a) definiert sind, lauten die acht Grund-

bzw.
integrale
oo
ris) = [ peme) Jlem dk,
2]
o
T gy = [hle%) Jeler) koelx,
2
o
T, (%) =f7(‘r,r) A (s kP,
O
T, (5) = [pers) L0 A%,

o

Te () :_f (ke e) I, lev) n ox

oo
7‘; (¥) = f (<, %) _Z‘[‘rr) ‘Clo(‘C,
']}(5) :=/J(lrly) Jo (v c\/‘t’
o
oo
T‘,ZT):= /J(‘C,T) Ju (acv) ol i,
[~
a) Vertikaler magnetischer Dipol (Moment m bei r=o, z = =h, hyo)
ol /lol“:; L d /0""’ I
(e = o 1 . fycw, 2) Jlemrda ] = - {7*’1 - T, (2]
= . ” -tw/l(oh- [w/com r
E‘{ = (Ww a-f ‘fE = — {R3 ~f7[‘\‘,:‘_ ](‘tf)q— ﬁ/‘t] pre {%3 —7;.(?_)}’
H = — 0 = e + 2 = 2
TS - Rs *f7“‘ 2 Jlemr wiole |2 —— 3 T (2],
~ . __’. i ~ =_E,: 33 . 2 - _;;'—-— 322_‘?*1,
Hy == 3% -1 -fy(«-,e.)], s atolef = o 2R % )]
Vald ﬁ, R,
b) Horizontaler magnetischer Dipol (Moment m, r=o0, z = <h, h»o)
~ ;'u//a‘o;:;y' / .
= - t ——} Y
1. e R, *1%,] R. + 2. } ’
o Mo r - (k) 2. )][Kv)d&c Coy = - 7;(2-) oy
‘rE R { R, (R +131) of7 } 4r {Rfc.ﬁﬂa,z) J




~ 2z~ - o~ 2. 2, ! Ngn 2, .
E = § o zfwses [ T Tt S p
Ma *2 (?n o { R3 Rf R.(R_t2) R (R +12,1) } ’
~ { 2 o~ "L.w/lp;:: I ﬂgh 2‘.
=L 8 -
E,,,{ * ﬂr?n 4 {K.(R-”-) R+ (R++,3*,)} Cnlp,
~ - 2 ~ *L'W/la’:: I { N
Ey,= %2 =T{;? E}"’/""‘f
- ~ ~ - Wy I . t 2
Z=o0 Ehf' = Eh({ = O, E,.'é = ——z—’-t—k:——/lbnlf, /?ot’-‘xl#y‘*“l
S s > ‘w b ~ >
~ (3 > .
Epy = ~ — % fe = - /- 28n 2 ,«.if;(tr,z-)],,f‘"?""c} e
r l{n- .
R*(I?,flé,.[) o
= - ce o rfa 2, ! :
= — -+ = T () e
qr { Q* [k'*'z'rl) r ¥ j ({
~ i ‘w e, -~ >
E., = + wd ¥ = -2y, rdnte -_zi-'/ tr, 0.y (L I, 0er) =], Nl | Con
e s [ (7 ) f Cog
o
) ~ h -
- _ tw e { Ve 2-;- - i + Iz[g_) -1 7;[2_)} Cm(f
4 R, (R, +12,1) R} r
~ I 2 ” 3--R" o !
= - 3 - — ha - (ev) — (- lcd‘t C =
Hf o (o 1 CPE = 4 { R:— 1"5{70‘/3-)(;’2“') Ic]‘,‘c)) } ¢t
P Jrl-R: - ! C
== - 1 (2. — T (&) @
S o4 {°_E?—_ (1 H v ls } L
~ / 2 Y Mt Do .
H s — o ‘f ] .i.".. 1 L » ~ =
¢ T r HE T T {Rf +Zf7“'”")7,“‘ re o o
" / / .
T — 3 — 2
wz{ﬁf trlsC R e,
H, = —23,.¢ L I— T (re,2.) ] (xr) el A | ¢ -
¢ 7 %u e o & af[ 2 ], J o =
- — - (?.) Cn

+

~

c) Horizontaler elektrischer Dipol (Strommoment d, r

~ ~ oo
-4 3 -k (2 W,
¢ - () e (ev) =
M 2T 0 (ro) ! M '7" v) P coq ,
~ PN
~ dﬂ’

R*:

o, o)

r

oAk )
e - {R’:lﬂ ‘ofﬂ""” Lo ST Foee,

4
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g = (w 2x VY, + V9, ¢,
o~ "w o~ 2 ~
E, =~ %% + 0¥,
d - by
L fug
= = = o (n-2)- - kr)yod - L w-2) ] or) di =
- { +o_/[' i"2) =y (=22] J, (kr) ol 1,_ofcf‘(, ), | jc«u{‘
= copeo ol L T+ T-2)-L T -0 ¢cng
4T { R “ ? v ¢ f
o~ L d z R d
d._ o0 o0 .
4w o 1 - 0( - 4 - .y Ao Ty =
= - - — (r) A& (h,-2) [ () Az [ 2
= o { +5/70m 2) ], (ur) - [d Z }
lwhe A _ 1 T (-2) - L 7o (-210 o= &
% -z + 7 ;T ond ’
d 12 { >
o~ l 4 o — —— - T —— - - -.L ( v ” ; -
«Hr = are ¢ = 4n R3 RLR¥IY) f7[‘r ”( "7” s t i Jple)) ’l“}/mq’
Ao o
d 12 / . , .
—_— — - =1, (-2) + = T (-0)) 7%
41 R3S R(R#1#) 278ty T )] ?,
~ 2 ~ Z / oo
Hy = L 03, ¢ =2 [ _Lfp(n-2) Jler)olc] cop -
' Sor L g L R(Rt12) */7 ) ) } ¢
d i LT
- - -2) { C»
4n RR¥12t) r ¢ } =9,
P e ”
[ s s .
~ = £ X - (o~ic J (nov) A bl =
A = A 323 q’,g - {R3 of7 ) ],, ) }/’ ¢
d
= { xs " Tst- &)} =g,
Damit die Integrale T7 und T8 auch noch fliir z = o konvergieren, ist
es sinnvoll, in 4§ (x,-2z) die Funktion BM(K) durch BM(k) - k zZU er-
setzen. Die abgefinderte Funktion sei {§(4,=). Dann gilt
= 2 % ks = J2t - R 1.129a)
T;(‘e) = 7; (~2) + ,-;} o/e /]0 (eryspt i = 7;( 2) + ’Z} RE (1. a/
ot - 2 (1.129b)
— ~kl2] . T ¢ £
T2 = Teo ¢+ ——fe Llariig e = 1[")*# R3

3
£ 5

Damit sind die Feldkomponenten aller

funktionsintegrale (= Hankeltransformationen) gzuriickgefiihrt

genden Abschnitt wird eine Methode zur schnellen Berechnung

ser Integrale Seschrieben,

drei Dipolguellen auf Bessel-
Im

die-

fol-
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1,5.6 Die Schnelle Hankeltransformation

Die Auswertung der Hankeltransformationsintegrale vom Typ

ger) = /f-’(‘c) J, (kv Ae, v > -, (1.130)
; ‘

wird numerisch aufwendig, wenn r "gron" ist, da dann wegen der os-
zillierenden Besselfunktion J, {(kr) (s. p. 38) kleine Integrations-
schritte erforderlich werden. Wenn jedoch f(x) eine hinreichend
glatte Funktion ist, 188t sich die Auswertung durch die sogenannte
"Schnelle Hankeltransformation" um mindestens eine GrdBenordnung be-

schleunigen.

Durch die Transformationen

X:/oj%o) 7="&’3(‘°°’°)

(1.131a,k
mit der beliebig wdhlbaren Bezugslange ry? © und
Gexye=~ Gerr, Foy)i=s {(x) (1.132a,k
sowie X
Hexr= e ] (e*X)
(1.133)
geht (1.130) iiber in das Faltungsintegral
{.‘
Gxy = [FO Hix=y) dy, (1.134)

-

Mit dieser Transformation ist noch nichts gewonnen, da der Kern
H(x) flir x=ee wegen (s. Gl. (1.68))

®/2 X —_ ~X
/./(,():7',%'@ { ¢ (€ -Z’wc-ég),Loce )]

mit exponentiell ansteigender Amplitude und exponentiell abfallender
Wellenldnge oszilliert (s. Fig, 1.5). Flir r=e¢e, 4d,h x—ee trigt die-
ser oszillierende Anteil wesentlich zum Integral bei, insbesondere
wenn f(k) flr s« D oo (bzw. F(y) flir y—= -°e ) nur langsam abfillt.
Wenn der Integrand eine langsam veradnderliche Funktion von y ist,
heben sich die Beitrige aufeinanderfolgender positiver und negativer

‘Halbwellen anndhernd auf. Die Idee der Schnellen Hankeltransformati-




- 65 -

O
oM w O

O
B~

T
Q
a NSO M

i
(&0
O w o,

-2 -1 © 1 2 3 4

Fig. 1.5: D - - . ,
t—e%%rsiir Fiaitungfkem H(x) fir V = o und seine tiefpassgefil-

7 ’n mi ND = lo Stltzstellen pro Dekade
on besteht im wesentlichen darin, bei langsam verdnderlichem F(y)
die schnell osgszillierende Funntion H{(x) durch eine tiefpassgefilter-
te Version H(x) zu ersetzen, die von vornherein nur den Nettobei-

trag eines Paketes von Halbwellen berlicksichtigt

Ist .
(AR

b A d
A
= — (s)e
Gx) = o [Gere s o
1.135

die Fourierdarstellung von G(x) (analog flir F und H), so liefert

der Faltungssatz (1.107) angewandt auf (1.134)

G cs) = Fes) Hs) (1.136)

mit .
. VEA—tS
-(S /"(—-—z )

t oo

—L'J‘x o= - _
Fes) = ( Howe T dx =!l(f)z‘ oAl = 2

[1(1;651259 . (1.137)

Verwendet wurde t := e sowie das Integral 11.4.16 aus Abramowitz

& Stegun. Wegen [(z7) = I (z) gilt fiir reelles s

lH4esr| =1 (1.138)
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und deshalb R
[Gesy| = | Fesrl. (1.139)

Gl. (1.138) besagt, daB in H(x) (s. Fig. 1.5) alle Frequenzen mit
der gleichen Amplitude vertreten sind (genau wie in der Funktion
§(x), jedoch mit anderer Phasenlage). Aus (1.139) folgt, daB G(x)
und F(y) dasselbe Amplitudenspektrum besitzen.

Flir die numerische Auswertung von (1.134) mdgen an 3quidistanten Stel-
len v, = ng, —ee < n £+ oo Funktionswerte Fn = F(yn) vorgegeben sein.

Dem entspricht im Originalraum « eine Stiitzstellenwahl mit

N, = Al Log 0 (1.140)

Stitzstellen pro Dekade. Die obigen unendlichen Grenzen von n sind
in der Praxis natiirlich durch endliche Grenzen zu ersetzen. Die Wahl

der Grenzen wird spdter noch genauer diskutiert.

Aus den Stlitzwerten Fn gewinnt man eine interpolierte Version von

F(y) durch oo
Foy) =2 & Ply-»a)
hEme (1.141)
Dabei hat die Interpolationsfunktion P(y) die Eigenschaft
1, M=o
P(/?A) = {o f +o ] (1_142)

2’

so daB die Stltzwerte reproduziert werden. Am naheliegendsten ist

die Wahl wvon
ne (Ty/8)

=: pmc (Y/4)
nysa

Pty) =

(1 143)

da dann aufgrund des Abtasttheorems die Interpolation (1.141) F(vy)
exakt reproduziert, falls F(y) bandbegrenzt ist, so daB F(s) = o

fir [s]» Sy- Dabei ist

S =T/4
~ (1.144)

die Nygquigt-Wellenzahl, d.h. die Wellenzahl 2K/lmin, die zur klein-
sten durch die Abtastung aufldsbaren Wellenlénge)min = 24 gehdrt.
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Zundchst soll jedoch die allgemeine Interpolationsfunktion P(y) bei-
behalten werden, da spdter noch geeignetere Funktionen betrachtet wer-

den sollen.

Mit (1.141) ergibt sich aus (1.134) die Nzherung

~ + e ¢+ O
G (X)) = Z F".p fP(y"‘"A) H(X'y) dy =
R Y
* > ~
-z s e (1.145)
T .Ow
wobeil Y- | -l»pg— _ ¢'Sxd
I ¢
Hr): = f Pey)y Hex~y)dy = e P(s) HEN € s,
e ' e (1.146)

Im letzten Schritt wurde wieder der Faltungssatz verwendet. Intereg-

siert man sich nur fiir die Werte von G an den Stlitzstellen md , so

liefert (1.145) too

gm = Z E—, //m_p'
hEooe (1.147)
mit 6—':— o 6::5”"”, ﬁ’m:= H(ma).

Die Form (1.147) wird in der Praxis verwendet. Die Koeffizienten

ﬁ%, die nur vom Stitzstellenabstand 4 und der Ordnung v der Bessel-
funktion abhingen, brauchen dann nur einmal berechnet zu werden. Fir
eine beliebige Abszisse x wird dann G aus den 5% etwa durch eine

Spline-Interpolation gewonnen.

Die Fouriertransformierte P(s) der sinc-Funktion (1.143) ist

P(S) = { ’ ,
o, 11 > Sy
so daB in diesem Fall ¢,
~ .
~ a - f:xd
Her)y = — | Hoe $ (1.148)

T
2 -5

die tiefpassgefilterte Version von A'H(x) ist. Flir ¥ = o und N, = lo
Stiitzstellen pro Dekade ist H(x) zusammen mit 4-H(x) in Fig. 1.5
dargestellt. Wie bei Bandpdssen mit rechteckiger DurchlaBfunktion
Ublich, zeigt ﬁ(x) Oszillationen mit der Eckfrequenz, d.h. mit der

Nyquistwellenzahl s (Fiir Ny = lo gehdrt dazu nach (1.140) eine

N
Wellenldnge von 24 = 0.46.) Dies sei am Beispiel der tiefpassgefil-
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terten §-Funktion gezeigt: oy )
+t=~ ~ fx S Sy K
I csxd s < = / e Ads = .

Die asymptotische Entwicklung des Integrals (1.148) ergibt durch
partielle Integration als flihrenden Term

Sy X

g = (1.149)

Die bisherige Wahl von P(y) liefert also einen Filter, dessen Os-
zillationen nur mit 1/[x| abklingen und der deshalb relativ lang
ist. Bel nur geringer GenauigkeitseinbuBe 138t sich der Filter

jedoch durch eine andere Wahl der Interpolationsfunktion P(y) be-

tradchtlich verkirzen.

Wihlt man etwa fir P(y) die geddmpfte sinc-Interpolation

_ pe () asyy e Lixy)
PCY} = 5y , Y, = QA — i7a (1.150)
™ Ptm NY) Ae-h(Q5y)

mit der Fouriertransformierten (s. Fig. 1.6)

Py

Fig. 1.6: P(y) und P(s) flir geddmpfte sinc-Interpolation
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5es) = A{ ﬁ%h(FZL;SS;SNJ) _ faml, (ﬂ)} )

2 22 sw (1.151)
so gilt anstelle von (1.149) )
. @ S X - . tSn¥ X = -~ co
N Ht-d - 2a € Jm { H Sy C2s) e f,
H((x) = Sk (1.152)
+ 2a e—Q'r(v)‘ ]h. {ii [.‘;v f’¢.45~)e j, X = + f=

Diege fiihrenden Terme der asymptotischen Entwicklung gewinnt man etwa
dadurch, daB in (1.146) der Integrationsweg flir x» o in der oberen
s-Halbebene und flir x <o in der unteren s-Halbebene geschlossen wird
und dann mit dem Residuensatz nur die Beitrdge der am ndchsten an

der reellen s-Achse gelegenen Pole von P(s) beriicksichtigt werden ;
denn diese Pole liefern flir |xi-®oedie am langsamsten abfallenden Ter-
me. Flir x< o sind zusitzlich die Pole von H(s) in der unteren Halb-

ebene (von der oberen 7 -Funktion in (1.137)) zu betrachten.

Gl. (1.152) zeigt, daB die Oszillationen jetzt flir [x]|-» oo exponen-
tiell geddmpft sind. Mit wachsendem a verkirzt sich der Filter, al-
lerdings sinkt auch die Genauigkeit. Daraus wird erkennbar, daB ein
KompromiB3 zwischen Filterldnge und Genauigkeit geschlossen werden
muB. Wir wollen im folgenden kurz einen "optimalen" Filter bespre-
chen, in dem eine Verklirzung mit mdglichst geringer Genauigkeits-

einbufle verkniipft ist.

Die erreichbare Genauigkeit, d.h. der Abstand zwischen G(x) und a(x),
£fd1lt mit a und wdchst mit ND (bzw. sN) und der Glatte der Funktion
F(y). Die Glitte der Funktion F(y) = f(*)183t sich etwa durch den
Winkel mg guantifizieren, der so definiert ist, daB in der komple-
xen k-Ebene mit & = I« exp(ix)die Funktion f(kx) im Winkelbereich
ITIRN holomorph ist. Es gilt o< o(oé T, FUr NO= o liegen Singulari-
tdten nahe der positiv-reelen Achse und f ist hier sehr "rauh",

fir o, = 7 ist f auf der positiv reelen Achse extrem glatt.
Typische Werte fir o sind:

a) Geoelektrik: v = /2

(z.B. weil die in der Geoelektrik (= TM-Mode mit w = ©) auftre-

tenden Terme exp(-kz) flUr o= wc)=:ﬁ/2 zu divergierenden Integra-

len fihren),
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b) Elektromagnetik: v = /4

(z .B. weil die typischen Wurzelausdriicke (k2 + iw'ﬁof)

1/2 ye4

& = /4 einen Verzweigungspunkt haben) ;
c) Seismik: & = o
© 2 2, 2,1/2 .
(z.B weil die Wurzelausdriicke (" —w™ /%) Verzweigungs-

punkte auf der reellen Achse haben).

Im Falle der Seismik liefert deshalb die hier beschriebene Methode

keine brauchbaren Ergebnisse.

Eine genaue Rechnung (Johansen & Sgrensen, Geophys. Prosp., 27,
876-901, 1979) zeigt, daB sich der Abstand zwischen G und & ab-
gchdtzen 1dB3t durch

- - Z (Q, e, S) .
|G - Gexd | £ K E(aq, ) (1.153)

Dabei h#ngt die Konstante K nur von f(k) ab und fiir den Fehlefterm E

gilt mit x:= e s -mTT/Q

N
-X/a e
e 5T -t n .
E(a,%$y) = X% { + 2x E— ) m*n"—x‘}
44

e X (1.154)

In (1.154) heben sich die Singularititen im ersten und zweiten Term

gerade auf. Aus (1.154) folgen die Grenzfidlle

v s -T/a
- o Sy -
- E(a,o0) = 2 €& |
™, =
Elopesy) = € ) ' (1.155a,b)

Daraus ergibt sich etwa flir a = o und o =7/2

- - 0.33N,

(3

Elo, Fo ) = A0 , (1.156)

so daB hier eine zusdtzliche Stitzstelle pro Dekade die Genauigkeit
um fast eine Zehnerpotenz steigern kann. In der Elektromagnetik kann
eine zusdtzliche Stitzstelle pro Dekade die Genauigkeit noch um eine

halbe Zehnerpotenz verbessern.

Flir den Fall o = T/2 wird die durch (1.154) gegebene Abhingigkeit
des Fehlers E von a und ND = (sN/E) log lo in Fig. 1.7 dargestellt.
Hieraus ist besonders ersichtlich, wie bei vorgegebener Stilitzstellen-
dichter die Damfung a den Fehlerterm E beeintrdchtigt: Betrachtet

man Z.B. ND = lo, so erhdlt man fir a = 0.l immer noch denselben




< .= Diese Seite ist frei -
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Filterkoeffizienten fiir v = o

N

D

= lo Stlitzstellen pro Dekade

n H(n) n H(n)
1 -59 2.89878288E-07| 51 -9 2.88702619E-02
2 =58 3.64935144E-07 52 -8 3.62691810E-02
3 -57  4.59426126E-07| m3 -7  4.54794031E-02
4 -56 5.78383226E-07 54 -6 5.69408192E-02
5 -55  7.28141338E-07| ss -5  7.09873072E-02
6 =54 9.16675639E~07 56 .y 8.80995426E-02.
7 =53  1.15402625E-06| o7 -3  1.08223889E-01
8 =-52  1.45283298E-06| rg -2 1.31250483E-01
9 =51  1.82900834E~06| sg -7 1.55055715E-01

10 =-50  2.30258511E-06| g
11 -49  2.89878286E-06| ¢4
12 =~48  3.64935148E-06| ,,
13 -47  4.59426119E-06| 1.03405245E-01
14 -46  5.78383236E-06| , ~-3.02583233E-02

0 1.76371506E-01
1
2
3
4
15 -45  7.28141322E-06| 65 5 =-2.27574393E-01
6
7
8
9

1.85627738E-01
1.69778044E-01

16 -44 9.16675664E~06] 66 ~-3.62173217E-01
17 -43 1.15402621E-05| 67 -2.05500446E-01
18 =42 1.45283305E-05| 68 3.37394873E-01
19 -41 1.82900824E-05| 69 3.17689897E-01
20 =40 2.30258527E-05| 70 10 -5.13762160E-01
21 -39 2.89878259E-05| 71 11 3.09130264E-01
22 -38 3.64935186E-05]| 72 12 -1.26757592E~-01
23 =37 4.59426051E-05] 73 13 4.61967890E-02
24 -36 5.78383329E-05| 74 14 -1.80968674E-02
25 =35 7.28141144E-05| 75 15 8.35426050E-03
26 =34 9.16675882E-05| 76 16 -4.47368304E-03
27 =33 1.15402573E-04| 77 17 2.61974783E-03
28 =32 1.45283354E~04| 78 18 =-1.60171357E-03
29 =31 1.82900694E-04]| 79 19 9.97717882E-04
30 -30 2.30258630E-04] 80 20 =6.26275815E-04
31 =29 2.89877891E-04| 81 21 3.94338818E-04
32 =28 3.64935362E-04| 82 22 =2.48606354E-04
33 =27 4.59424960E-04| 83 23 1.56808604E-04
34 =26 5.78383437E-04| 84 24 -9.89266288E-05
35 =25 7.28137738E-04| 85 25 6.24152398E-05
36 =24 9.16674828E-04| 86 26 -=3.93805393E-05
37 -23 1.15401453E-03} 87 27 2.48472358E-05
38 =22 1.45282561E-03| 88 28 -=1.56774945E-05
39 =21 1.82896826E-03| 89 29 9.89181741E-06
40 =20 2.30254535E~-03| 90 30 -6.24131160E-06
41 =19 2.89863979E-03| 91 31 3.93800058E-06
42 -18 3.64916703E-03| 92 32 -2.48471018E-06
43 =17 4.59373308E-03| 93 33 1.56774609E-06
44 -16 5.78303238E-03| 94 34 -9.89180896E-07
45 =15 7.27941497E-03| 95 35 6.24130948E-07
46 =14 9.16340705E~03| 96 36 =-3.93800005E=07
47 -13 1.15325691E-02{ 97 37 2.48471005E-07
48 -12 1.45145832E-02| 98 38 =-1.56774605E-07
49 -11 1.82601199E~02| 99 39 9.89180888E-08
50 =10 2.29701042E-02|100 40 =-6.24130946E-08
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Filterkoeffizienten fir v =1
ND = lo Stitzstellen pro Dekade
n H(n) n H(n)

1 =59 1.84909557E-13 | .51 -9 1.84548306E-03
2 =58 2.85321327E-13 52 -8 2.84414257E-03
3 -57 4.64471808E-13 53 -7 4.62194743E~03
4 =56 7.16694771E~-13 54 -6 7.10980590E-03
5 =55 1.16670043E-12} 55 -5 1.15236911E-02
6 -54 1.80025587E-12 56 -4 1.76434485E~02
7 -53 2.93061898E-12 57 -3 2.84076233E-02
8 -52 4,522038298E-12 58 -2 4.29770596E-02
9 =51 7.36138206E~12 59 -1 6.80332569E-02

10 =50 1.13588466E-11| 60
11 -49 1.84909557E-11| 61
12 -48 2.85321327E-11} 62
13 -47 4.64471808E-11| 63 2.71235377E-01
14 -46 7.16694771E-11| 64 2.76073871E-01

0 9.97845929E-02
1
2
3
4
15 -45 1.16670043E-10]| 65 5 2.16691977E~01
6
7
8
9

1.51070544E-01
2.03540581E-01

16 -44 1.80025587E-10] 66 -~7.83723737E-02
17 =43 2.93061898E-10| 67 -3.40675627E-01
18 -42 4.52203829E-10] 48 -3.60693673E-01
19 -41 7.36138206E-10| g9 5.13024526FE-01
20 -40 1.13588466E-09| 70 10 -5.94724729EFE-02
21 -39 1.84909557E~09| 71 11 -1.95117123E-01
22 -38 2.85321326E-09! 7o 12 1.99235600E-01
23 =37 4.64471806E-09; 713 13 -1.38521553FE-01

24 =36  7.16694765E-09) 74 14  8.79320859E-02
25 =35 1.16670042E-08| 75 15 -5.50697146E-02
26 =34 1.80025583E-08| 76 16 3.45637848E-02
27 -33 2.93061889E-08| 77 17 =-2.17527180E-02
28 -32  4.52203807E-08| 73 18 1.37100291E-02
29 -31  7.36138149E-08| 79 19 -8.64656417E-03
30 -30  1.13588452E-07| 80 20 5.45462758E-03
31 -29 1.84909521E-07| 81 21 -3.44138864E-03
32 -28 2.85321237E-07| g» 22 2.17130686E-03
33 -27  4.64471580E-07| g3 23 -1.36998628E-03
34 -26  7.16694198E-07| g4 24 8.64398952E-04
35 =25  1.16669899E-06| g5 25 =-5,45397874E-04
36 =24  1.80025226E-06| gg 26 3.44122545E-04
37 =23 2.93060990E-06| g7 27 =-2.17126585E-04
38 -22  4.52201549E-06| gg 28 1.36997597E-04
39 -21  7.36132477E-06| 89 29 -8.64396364E-05
40 -20 1.13587027E-05] 90 30 5.45397224E-05
41 -19  1.84905942E-05| 91 31 -3.44122382E-05
42 =18 2.85312247E-05| 92 32 2.17126544E-05
43 -17 4.64449000E-05| o3 33 -1.36997587E-05
44 -16 7.16637480E-05| 94 34 8.64396338E-06
45 =15 1.16655653E-04| 95 35 -5,45397218E-06
46 =14  1.79989440E-04| 9 36 3.44122380E-06
47 =13 2.92971106E-04| 97 37 -2,17126543E-06
48 =12 4.51975783E-04| 9g 38 1.36997587E-06
49 =11 - 7.35565435E-04| g9 39 -8,64396337E-07

50 -10  1.13444615E-03|100 40 5.45397218E-07
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lo Stitzstellen pro Dekade

-0.
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5

4/1,»
z;{‘ (%) = -Ez';) Con X

N,
n H(n) n H(n) n H(n)
1 -121  1.63740363E-07| 56 =66 9.20779729E-05|111 =~11 5.16081994E-02
2 =120 1.83719709E-07{ 57 =65 1.03313185E-04|112 -10  5.78193646E-02
3 -119 2.06136904E-07| 58 -64  1.15919300E-04/113 -9  6.46507780E-02
4 -118 2.31289411E-07] 59 -63 1.30063594E-04}114 -8 7.22544422E-02]
5 -117 2.59510987E-07| 60 =-62  1.45933752E-04{115 -7  8.03873578E-02
6 ~116 2.91176117E-07| 61 -61  1.63740363E-04|116 -6  8.92661837E-02
7 =115 3.26704977E-07| 62 -60  1.83719709E-04|117 -5 9.80670729E-02
8 ~114  3.66569013E-07| 63 =539  2.06136904E-04{118 -4  1.07049506E-01
9 =113 4.11297197E-07| 64 -58 2.31289411E-04{119 -3 1.13757572E-01
A4 10 -112  4.61483045E-07| 65 =57 2.59510987E-04{120 -2 1.18327217E-01
\, 11 =111 5.17792493E-07| 66 =56  2.91176117E-04|121 -1  1.13965041E-01
12 =110 5.80972733E-07| 67 =55 3.26704976E-04[122 0 1.00497783E~01
13 =109 6.51862128E-07 68 -54 3.66569013E~-04]123 1 6.12958082E-02
14 -108  7.31401337E-07] 69 -—-53  4.11297197E-04{124 2 =1.61234222E-04
15 =107 8.20645798E-07) 70 -52 4.61483045E-04}125 3 +-=1.11788551E-01
16 -106 9.20779729E-07 71 =51 5.17792493E-04}126 4 =-2.27536948E-01
17 -105 1.03313185E-06| 72 =-50 5.80972733E-04{127 5 =-3.39004453E-01
18 -104 1.15919300E-06| 73 -—49 6.51862127E-04/128 6 -2.25128800E-01
19 -103 1.30063594E-06| 74 -48 7.31401337E-04{129 7 8.98279919E-02
20 =102 1.45933752E-06 75 -47 -8.20645797E-04{130 8 5.12510388E-01
21 =101 1.63740363E-06 76 —46 9.20779730E-041131 9 -1.319%91937E=-01
22 =100 1.83719709E-06| 77 -—45 1.03313185E-03|132 10 -3.35136479E-01
23 <99 2.06136904F-06 78 =44 1.15919300E~03}133 11 3.64868100E-01
24 -98 2.31289411E-06 79 =43 1.30063593E~-03{134 12 -2.34039961E-01
25 =97 2.59510987E-06 80 -—42 1.45933753E-03}135 13 1.32085237E-01
26 ~-96 2.91176117FE-06] 81 =-41 1.63740362E-03}{136 14 -7.56739672E-02
27 =95 3.26704977E-06 82 =40 1.83719710E~03{137 15 4.52296662E-02
28 -94 3.66569013E-06 83 -39 2.06136901E-03]/138 16 -2.78297002E-02
29 -93 4.11297197E-06 84 -38 2.31289411E-03{139 17 1.73727753E-02
30 =92 4.61483045E-06 85 =37 2.59510977E-03]140 18 -1.09136894E-02
1 31 -91 5.17792493E-06| 86 =36 2.91176115E-03[141 19 6.87397283E-03
7 32 =90 5.80972733E-06| 87 -35 3.26704948E-03(142 20 -4.33413470E-03
33 -89 6.51862128E-06| 88 ~-34 3.66569003E-03|143 21 2.73388730E-03
34 -88 7.31401337E-06| 89 -33 4.11297114E-03|144 22 -1.72477355E-03
35 -87 8.20645798E-06f 90 =32 4.61483003E-03{145 23 1.08821012E-03
1 36 -86 9.20779729E-06| 91 -31 5.17792252E-03{146 24 -6.86602007E-04
( 37 -85 1.03313185E-05| 92 =30 5.80972566E-03|147 25  4.33213523E-04
38 -84 1.15919300E-05| 93 =29 6.51861416E-03|148 26 —-2.73338487E-04
39 -83 1.30063594E-05{ 94 -28 7.31400728E-03{149 27 1.72464733E-04
40 -82 1.45933752E-05| 95 -27 8.20643673E-03|150 28 -1.08817842E-04
41 -81 1.63740363E-05| 96 -26 9.20777603E-03|151 29 6.86594042E-05
42 -80 1.83719709E~-05 97 =25 1.03312545E-02{152 30 ~-4.33211523E-05]
43 -~79 2.06136904E-05 98 =24 1.15918577E-02|153 31 2.73337984E-05"
44 -78 2.31289411E-05 99 -23 1.30061650E-02]154 32 -=1.72464607E-05
45 =77 2.59510987E-05} 100 =22 1.45931339E-02{155 33 1.08817810E~05.
46 ~-76 2.91176117E-05| 101 -21 1.63734419E-021156 34 —-6.86593962E-06;
47 <75 3.26704977E-05{ 102 -20 1.83711757E-=021157 35 4.33211503E-06"
48 -74 3.66569013E-05| 103 -19 2.06118614E~02]158 36 =-2.73337979E-06
49 =73 4.11297197E-05| 104 -18 2.31263461F-02]159 37 1.72464606E-06
50 =72 4.61483045E-05| 105 =17 2.59454421E-02]160 38 '-1.08817810E-06]
51 =71 5.17792493E-05| 106 -16 2.91092045E-02{161 39 6.86593961E-07|
52 =70 5.80972733E-05| 107 -15 3.26529302E-02|162 40 =-4.33211503E-07
53 =69 6.51862128E-05| 108 -14 3.66298115E-02{163 41 2.73337979E-07.
54 -68 7.31401337E-05} 109 -13 4.10749753E-02]164 42 ~=1.72464606E-07
55 =67 8.20645798E~05} 110 -12 4.60613861E-02{ . -~ 3 -
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Filterkoeffizienten ‘7 (X) = (i& Q,AL"x
. v2 o
fir v = 0.5, ND = Jlo
Stlitzstellen pro Dekade
n H(n) n H(n)

1 -39 2.59526236E-07 | 41 1 1.97717964E-01
2 -38  3.66544843E-07 | 49> 2  2.28849849E-01
3 =37 5.17830795E-07 | 43 3  2.40311038E-01
4 =36  7.31340622E-07 | 44 4 1.65409220E-01
5 =35 1.03322805E-06 | 45 5 2.84701476E-03
6 -34 1.45918500E-06 | 4¢ 6 =-2.88016057E-01
7 =33  2.06161065E-06| 47 7 -3.69097406E-01
8 =32  2.91137793E-06| 43 8 -2.50107514E-02
9 -31  4.11357863E-06| 49 9 5.71811256E-01

10 =30 5.80876420E-06| 59 10 =-3.92261572E-01
11 =29 8.20798075E-06| 57 11  7.63280044E-02
12 -28  1.15895083E-05| 53 12  5.16233994E-02
13 =27  1.63778560E-05| 53 13 -6.48012082E-02
14 =26  2.31228459E-05| 54 14  4.89047141E-02
15 =25 3.26800649E-05} 55 315 -3.26936331E-02
16 =24 4.61329334E-05] 55 16 2.10539842E-02
17 =23 6.52101085E-05| 57 17 -1.33862549E-02
18 =22 9.20390575E-05| g5g 13  8.47124695E-03
19 -21 1.30122935E-04} 59 39 -5.35123972E-03
20 -20 1.83620431E-04| 54 30  3.37796651E-03
21 -19 2.59656626E-04 61 21 -2.13174466E-03
22 -18 3.66311982E~04 62 22 1.34513833E-03
23 =17 5.18141184E-04 63 23 =-8.48749612E-04
24 =16 7.30717340E-04 64 24 5.35531006E-04
25 =15 1.03392184E-03 65 25 -3.37898780E-04
26 -14 1.45742714E-03 66 26 2.13200109E-04
27 =13 2.06292302E-03}| 67 27 =1.34520273E-04
28 -12 2.90599911E-03 68 28 8.48765787E-05
29 -11  4.11471902E-03| 69 29 -5.35535069E-05
30 -10 5.79042763E-03| 70 30 3.37899801E-05

31 -9 8.20004722E-03}| 71 31 -2.13200365E-05
32 -8 1.15192930E-02} 72 32 1.34520337E-05
33 -7 1.6303%133E-02} 73 33 -8.48765949E-06
34 -6 2.28257757E-02| 74 34 5.35535110E-06
35 -5 3.22249222E-02| 75 35 =3.37899811E-06
36 -4 4.47864328E-02} 76 36 2.13200368E-06
37 -3 6.27329625E-02| 77 37 -=1.34520338E-06
38 -2 8.57059100E-02| 78 38 8.48765951E-07
39 -1 1.17418314E-01) 79 39 -5.35535110E-07
40 0] 1.53632655E-01}| 80 40 3.37899811E-07
oo T Y% 1= 7
j["') - f{(k) S Lhev) oln - ?(a;") = ?:) %“-{(‘G.)rlr_h' /{'/A(M—h)
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Fehler wie fiir den ungeddmpften Fall (a = 0); dagegen ist der noch
kilrzere Filter a = 0.2 bereits mit einer GenauigkeitseinbuBe von
mehr als zwel Zehnerpotenzen verbunden. Aus Fig. 1.7 ist auch zu
erkennen, daB bei vorgegebenem a der Fehler E fiir groBe Stilitzstel-

lendichte ND gegen die

0——mm™mr—T
durch (1.155b) gegebene logyoE
Asymptote 2 e ™/a strebt, _ok \\\
da der durch die Dampfung
a verursachte Fehler nicht -4+
mehr durch Erhdhung von
N, korrigiert werden kann. -6 F
Allgemein wird man a so
groB widhlen, daB die Genau- -8r
igkeit des verkiirzten Fil-
ters nur wenig schlechter -0
ist als die des ungeddmpf- L
ten Filters. Der "Arbeits-
punkt" auf den Linien a = 14+
const. in Fig. 1.7 wird also
im Knie vor dem Einbiegen -16 +
in die Asymptote liegen.
Durch Kreuze gekennzeich- -18 -
net sind in Fig. 1.7 die . ) ' [ 1 l 1 . l
im Knie gelegenen Punkte 0 JA ' 8 12 16 20
X i= ax Sg = T, (1.157) No

Fig. 1.7: Zusammenhang zwischen Fehler
die den optimalen Filter E und Stiitzstellendichte ND als Funktion
der Dampf
definieren sollen. Am Punkt © ampiung a
X = X liegen die ersten (sich gegenseitig kompensierenden) Pole der

beiden rechten Terme von (1.154).

Die Filterkoeffizienten auf S. 72/75 sind fiir 0% =T/2 berechnet wor-
den. Sie k&nnen aber auch in der Elektromagnetik (ub =M/4)} verwendet
werden (liefern hier sogar etwas genauere Ergebnisse als die optimalen),
sind dann aber nicht optimal kurz, da nach (1.157) ein doppelt so gro-
Ber Wert von a gewdhlt werden kann. - Die Tabellen der ﬁn lassen auch
erkennen, dalBl die Ldnge des Filters mit fallender Ordnung v anwdchst,
und zwar verlingern sich die Schwédnze fiir x-9-ee.Aus (1.152), (1.133)

und (1.66) folgt

- eDIX]
~ A - PIXI ) (1.158)
= — e e - ) iz pun (Vi3 R2Sy) X -oo
H (%) v Fony t CT( , 3 ; S .
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Mit der Optimierung (1.157) wird der Schwanz filir x = — o= fiir
vV 2 (E/NO) - 1 unabhdngig von v und durch den zweiten Term von
(1.133) bzw. (1.158) bestimmt.

Die unendlichen Summationsgrenzen in (1.147) werden in der Praxis

natlirlich durch endliche Grenzen n1 und n2 ersetzt:

foo ~ foo ~ - h, ~
L4 om— ——
G = 2 Fi» ﬁ,,, = 2 4. ‘;h > g;... = 2. G-, /7,‘1 .
-5
"~ hzeoo 4 =-00 a4,

r & berechnet, so wird die Funk-

Wird r in dem bereich r . <« r
min max

tion f («&) dabei nach (1.131b) im Wertebereich zwischen

”, 4 Pa/ o 1 MMy
e =T _ 10 und e = e = 70

max
Timax Tmgy - Tmin Vpnin

4

Kmrh =

benstigt. Beispiel: Fir J_ und J, ist ﬁn auf S. 72/73 mit Ny = 10

zwischen n, = =59 und n, = +40 angegeben. Dementsprechend variiert

hier # zwischen (r )—?10_6 und (r_. )_31O+4; auBerhalb dieser
. ma min

Grenzen ist lHn(é 10 und nimmt exponentiell ab. (Die Grenze n,

von J1 ist der Grenze von JO angeglichen worden, da in vielen An-

wendungen gleichzeitig J, und JO verwendet werden und die dadurch

1
erreichte (geringe) Genauigkeitssteigerung fast ohne Mehraufwand

erreicht wird. Fir J1 allein reicht n1 = =30 aus.)

Selbst wenn f (k) flir £ 0 und ke nicht abklingt, sondern gegen

Konstanten C_ und C+ strebt, ist der durch endliche Grenzen
bedingte Fehler nach (1.152) und (1.158) kleiner als
1 { IC.] 4. - [Cel H,
iy L 7~ g4 7-e %4

und [ﬁn[é H flr

Dabei wird angenommen, daB [ﬁnlé H_ flir ngn +

1
nzn,.

Die auf S. 72/75 angegebenen Grenzen n, und n, sind weitgehend

willkiirlich. Es wurde lediglich darauf geachtet, daB lﬁn( £ 10

gilt auBerhalb dieser Grenzen. Filir viele Anwendungen kdnnen we-

6

sentlich kilirzere Filter verwendet werden.

Dieser Abschnitt iiber die Sc%elle Hankeltransformation basiert
im wesentlichen auf

Johansen, H.K. & Sorensen, K.: The fast Hankel transform. Geophys.
Prosp., 27, 876-901, 1979.

Die Konstruktion extrem kurzer Filter wird beschrieben von

Guptasarma, D.: Optimization of short digital linear filters
for increased accuracy. Geophys. Prosp., 30, 501-514, 1982.

Nissen, J. & Enmark, T.: An optimized digital filter for the Fou-
rier transform. Geophys. Prosp., 34, 897-903, 1986.
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1.5.7 Explizite Formeln flr Quelle und Aufpunkt an der

Oberfl&dche eines homogenen Halbraums

Fir Quelle und Aufpunkt an der Oberfldche eines homogenen Halb-
raums der Leitfdhigkeit ¢ lassen sich die in Abschnitt 1.5.5 ge-
gebenen Integraldarstellungen in geschlossener Form angeben. Als

spezielle Funktionen tauchen nur Besselfunktionen mit dem Argument

x-eln/4, x »0 (= Kelvinfunktionen, s.S. 41) auf.

Die Ableitung dieser Darstellung sei hier am Beispiel des verti-

kalen magnetischen Dipols skizziert. Mit Bp =&= (e + k2)1/2,

k? = iaiuo¢, h = 0 und z = 0lautet das TE-Potential (s.S. 61)

~(~’,o)= ’a"m —_— - X -k (kv) &
e Py -/ ot I ] v i
Mit oo o{

1

o

und . -~

f = {00 e
folgt daraus fir z > 0 . oo ~%2

Ao M e w Jo (Kor) ol

(fe(v’e’ = 27T -1 Xtk

Dies Integral soll nun auf die beiden Grundintegrale (1.90) und
(1.91), d.h.

e - RR
f k]o(k’)d‘t = eR
o
oo ¢ Ll Re2)] by [LA(RY )
A _/ € o (ery ol = Io[z "2)]- Ao L] J
PN 3
[-]
mit R? = r? + z? gzurlickgefiihrt werden. Mit der Identitédt
A
ke = i hKild-k) = — [tk - (o(‘-,/e‘)]
ol 4 ¢ At Ve
folgt

C};C"’,}) = /:::1 [328’4 + 9 (Béé #£%) A, /.

Damit 188t sich é% und die daraus abgeleiteten Feldkomponenten

ﬁé, Hr und ﬁz im Halbraum z » 0durch mehrfache Differentiationen
von A1 und A2 ausdriicken. Die resultierenden Formeln sind recht
lang, vereinfachen sich aber erheblich im Grenzfall z = 0, da

dann die Besselfunktionen beide das Argument kr/2 haben und die




Wronskische Determinante

In(w) Kn+1(w) + In+1(W) Kn(w) = 1/w

Iﬁ(w) Kn(w) - In(w) Kﬁ(w)

ausgenutzt werden kann. Aus E¢ und ﬁz fallen dann die Besselfunk-
tionen heraus.- Die Reduktionen fiir den horizontalen magnetischen

und elektrischen Dipol verlaufen entsprechend.

Die Tabelle 1.2 auf S. 80 gibt eine vollstdndige Ubersicht. Dar-
gestellt sind jeweils sowohl die allgemeine Form als auch die

Grenzfille fiir groBe und kleine Betrdge des "Induktionsparameters”

u =.Jiw ¢ r
U’o .

Auf S. 81/83 werden alle Komponenten der drei Dipole nach Ampli-

tude und Phase dargestellt (nach E. Mundry). Die unabhdngige Vari-
1/2 .
) . Die

able ist r/p = tul/ 2 mit der Eindringtiefe p = (Z/aJuOV
dargestellten dimensionslosen FeldgrdBen S+ hr’ hZ etc. sind wie

folgt definiert:

VMD: HMD: HED:

Ev = %‘%’:e? E - ﬂ%ﬁ'?"'”“‘"*"e' E - ,rf.,s G- e,

~r = 4‘:?7-3 b E? ~;‘:',::’:'Cﬂ‘?‘e‘f E‘f = ter3 '/)“;q)‘e‘f

;{:} =7 4ris b H, = zrr’:-;s e A He = 4:-2;1 Fot b
Hy = Z_r, comigte | Hy 4«:;:-1 Cogr b
A ="4;is ot by Hy = prealial e

Diskussion

VMD:

Die Frguenzabhidngigkeit der Feldkomponenten 1l&B8t sich qualitativ
verstehen, wenn man sich vorstellt, daB der magnetische Effekt der
im Halbraum verteilt flieBenden Strdme durch einen Spiegeldipol
approximiert werden kann. (Die Rechtfertigung flir diese Vorstel-
lung wird im Abschnitt 1.6.2 gegeben. Dort wird auch gezeigt, daB
zur Approximation der Phasenlage der Dipol in eine "komplexe Tiefe"
zu setzen ist.) Bei niedrigen Frequenzen liegt der Spiegeldipol in
groBen Tiefen und wandert mit Erhdhung der Frequenz nach oben.

Wir kOSnnen dann drei F&dlle unterscheiden:




80 -

allgemein lkr| = tujec lkxy = tuj»i Bemerkungen
~ > : K T k _ m Aot 3~ , iw t
H, P { wt (I 4k, ~TIoko) + 4u (Tho~Ioka) + 16 I kK, } Py TP Zeitfaktor e
q s - ~ 3 ~ B 1/2
¥ T T A t a3 “ - I k = (iwy )
AN Hy it [~ 9+(9¢5 ¢ 4utrut)e ™ } 4T 43 2T 4ty S o
~ s - o~ et 3/~ r = Abstand Sender-
Eq Sy o & {“3 + (33w ruhe } - = T T irer % .
2rKS T 4rvr Empfinger
- A (-a2 (A2 + 42 +Sut u3) %) i~ -~
H,/C""l’ 23 {'2 * w* ¢ ( } 2T+ 3 T3 u = kr
~ . m” 2 (- + L) e “ = _~ -
?/ﬂ”“' 2873 1+ u&( de (343w e )} v 2r 3 Io’ Tyr Koo Kq 0=
S ~ - ~ 2 ~ modifizierte Bes-
L leeq 2 {ut Tk~ Toko) + 4w (T ko = Loka) 46 4, I, ] e . 35 ,
x : 43 A6Tr AR selfunktionnen mit
~ : wl m ~ & e dem Argument (1/2)
E' [p~¢ —-—--—--Zn_v‘r“ I4 ke 4nv»t C2nva3 I /
- L ~ A = A n o= i i -
E?/Cn‘f’ _atm { w (Ll ~Toks) ¢ 6 Lk4} R ».AL - ,‘;‘1'3 m magnetisches Di
4ro T il A2 polmoment (A:m?)
. 4 g d
-/ . . "I k4 + 6I - a - ~
el |~ o - fw (Lo ~ Lo k) Y P AT S d = elektrisches
d d d Strommoment (Asn
n Ak
He [€» ¢ — Iak, pyer =
:t — Fg [{3-(3+3 +ut)e —c«] a8 3d Definition der Ein-
= Mz [amd Hf;f“‘ ¥t rdil il heitsvektoren:
-l “~ irg
1 + (A+a)e oL o
E,/cne 2o r3 { f we 3 ror3 Achse des horiz. Dir
~ ~ VN -
aT (/f ~& ol a ¥
; e - te) e
E‘(//'W‘P e r3 {Z f 2rrrd reT3

Tabelle 1.3: Das Feld magnetischer und elektrischer oszillierender Dipole mit Quelle

und Aufpunkt auf der Grenze zum homogenen Halbraum mit der Leitfidhigkeit &
VMD = vertikaler magnetischer Dipol

HMD

= horizontaler magnetischer Dipol
HED = horizontaler elektrischer Dipol
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2 ins Blatt

Kontrollen:

~ ' = | B
H2 =E {ng,- a,( ng)}

v

E /V% '9tk/GT}uu—9a
E [H —>-defr
E?/ ., e [
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a) r/p <3: Der Spiegeldipol liegt so tief,
daB das sekundidre Feld vorwiegend verti-
kal polarisiert ist und flir einen Beo-
bachter P an der Erdoberfldche in Rich-
tung des Primdrfeldes zeigt, so daB IEJ
ansteigt. Bei P verschwindet stets die
Radialkomponente des Primdrfeldes, die
beobachtete kleine Radialkomponente

stammt vom Spiegeldipol.

b) r/p~3: Das sekunddre Magnetfeld ist
vorwiegend horizontal polarisiert,

~
'Hrl erreicht sein Maximum.

c) r/p»3: DerSpiegeldipol'liegt nahe der
Erdoberflédche, so daB sich primdres
und sekunddres §¢ und ﬁz fast aufhe-
ben; das sekunddre Magnetfeld ist

vorwiegend vertikal polarisiert.
HMD:

Wiederum 18Bt sich das Frequenzverhalten
der Feldkomponenten durch einen nach oben
wandernden Spiegeldipol erkl&ren. Der
Spiegeldipol ist ein horizontaler magne-
tischer Dipol parallel zum Quelldipol.

ﬁz hat nur einen sekunddren Anteil. Die
horizontalen Magnetfeldkomponenten verdop-
peln sich fiir hohe Frequenzen, wenn der

Spiegeldipol mit dem Quelldipol zusammen-

fdllt. pas Spiegeldipol-Modell ist fiir nie-

drige Frequenzen nur bedingt anwendbar, da

tatsdchlich tatsdchlich die hier zu erwartende Erniedrigung der

magnetischen Horizontalkomponenten nicht auftritt.

1.2 ist ersichtlich, daB HZ(HMD) dasselbe Verhalten wie Hr(VMD)

zelgt.

HED:

Nach S. 59 ist im Gleichstromfall « = 0
das an der Erdoberfldche beobachtete Mag-
netfeld dquivalent dem Magnetfeld des ne-
benstehenden Stromsystems. Das horizontale

Leiterstlick erzeugt ﬁz, die ﬁagnetischen

SN
f"\\\\/:’ —\\'b
\{' Vd i
\\’// I~ -’I
/7 \
/7 ~
”~
AZENN T = LI
,"Il.’:r \
. of ¥
\ AN s
\\ // -
- Aus Tabelle
-~
I
- ) o z:o
T Vv w=o0
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I
Horizonzontalkomponenten zei z = 0 werden - > - — =0
von den vertikalen Strdmen erzeugt. Im Fall
w > i - A

0 kann man sich dannﬁas Magnetfeld qua p 34 wSo
litativ dadurch entstanden denken, daB der
Stromkreis in endlicher Tiefe durch einen ¢
XS A LR

horizontalen Leiter geschlossen wird. Dies

horizontale Leiterstlick wandert mit wach-

sender Frequenz nach oben und f£dl1lt im Grenz-

fall w=2*mit dem elektrischen Quelldipol zusammen. Dann verschwindet

das Magnetfeld und es existiert nur noch ein elektrisches Feld.

1.6 Das Fernfeld der drei Dpole

1.6. 1 Asymptotische Entwicklung

Flir einen beliebigen geschichteten Untergrund k&nnen die Feldkompo-
nenten der drei Dipole nur in Integralform angegeben werden (s. Ab-
schnitt 1.5.5) .Fir das Fernfeld, in dem der Abstand Sender-Empfédnger
merklich gr&Ber als die Eindringtiefe sein soll, erlauben diese In-
tegrale jedoch einfache Approximationen. Die filhrenden Terme sollen

nun flr Aufpunkt und Quellpunkt bei z = 0 hergeleitet werden.

Das Verhalten der Besselfunktionsintegrale T1 - T8 (s.S. 61) fir
r—=> =e wird durch das Verhalten der Integranden fiir = = 0 bestimmt
(s. Kasten S. 86/87). Die Funktion e—kg.kann dabei als "konvergenz-

, . -&k .
erzeugender Faktor" unmittelbar die Rolle von e spielen (s. Kasten).

Es ist
BE () —k 2 2
= . 2k 2k 3
£ =1 + - # O(k*) , &# Do (1.159)
BF () + T B o) Bl co)
8., () 4 B, (o) “
- = ~ 2 &k
z = - + +Olk)= ——\ ;1 H(K&Y)
A, Betn)tn & Boro BL ) BL o) " (1.160)
\_"‘f\/
=0
Dabei wurde benutzt, dal Bé(O) = BM(O) = 0, da BE und BM nur Funk-

tionen von k? sind und daB nach (1.52) gilt

= = . = = = i =3 2
BE(C—O, z=0) BM(k 0,z=+0) 1aruOF(+O) k1.

Diese Ableitung setzt voraus, daB die Leitfdhigkeit nirgends in
z » 0 verschwindet. Die notwendige Modifikation bei verschwindender

Leitfihigkeit wird am Ende dieses Abschnitts kurz angesprochen.

Weiter auf S. 87!
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Asymptotisches Verhalten von speziellen Besselfunktionsintegralen

fiir groBes Argument

Gesucht ist das Verhalten der Besselfunktionsintegrale

v o , A

=

S
= [ feer ] e de,

-]

F (r):

flir ¥ ® oo . Dies Verhalten wird im wesentlichen bestimmt durch

das Verhalten von f(x) flir 2 0. Um diesen Punkt sei f(&) in ei-

ne Taylorreihe entwickelbar:

- 'F‘h,[o) -

o]

=
£ () 5;

h!

Da die Integrale lber knJg(kr)

vergenzerzeugender Faktor e eingefiihrt:
oo )
—_— ] -&
Fory=- =z £ flc RVACIoRLD
v n=o0 h! & =3 )of v
Nun ist
oo ek O, hr = 2y
Lo fk:"e Slur) de = (%) um)! = 2o
&0t o rimH
4/r =0
oo ~-&x ’ = 24, i 30
Ao e L (er dx = 3” ‘Zz;m
€0t () == ot » M= 2mpa

Diese Integrale lassen sich aus dem Weber-Integral

ten:
o0 - " -72
(ke €  Qer) dn = (-0 3 fe € D lemy ol < -0 B (rheY) %
0 Sen 3 Pen
oo iy
- &k -t oo , y
[rm e T e de = " 2" 3 [& 5 Jterroti < ¢ fv-é‘_.l(vw‘) h
o 2&"! F) aeh
6[ JA (k») dxe = - ;I-_- ]oflr»)/ = .;_".
Wegen oo ¥ &l % 5 f _:O /2 £ 24y
a2 o402 (k) €7 L bz CW6F)
(% &) =y = Rl et " = F & -
#2=o ’ Ezo I To
R -3 oo
-¥ - 3 LY £ _ 1 5 ~ 3/ )
4 L l_ _’L L e <. & = 3 (
'r('f te’) =T %'-.-_a Y 3540 (l‘f‘ ,,,.) I£=° >l il . )(
ist o P = 2y
y ] _ > 1
3 (/rl,(. é'l) 4/2/ = { -2y (2m) oo ,
2eER E=0 - 2mrr = 2m
» mn 0, Mh=2mtA
a -~ ('rzf 5‘) / { !
— ~3/ (2m)] _
dek €=0 Cw ot REET

nicht konvergieren, wird ein kon-

(1.90a) ablei-




Mit
( -3/2 (2m)! (-3/1 -/2
(2meay) = 2M+1 = ( g/
ergibt sich abschlieBend
(Im)
—_ Yy 1( (o) fro) " o) W 6)
Fo-('r) = Z._ ( lae] 2imn = -2 .f + —3 f ’o)— f { i
m=zo T 1 Le a8 2 o,r3 d’ /fs 6 o 3 ™~ -
{ oo {(Zhn)[ f
— -2 o) (o) -f’{o " 5
F(r) = — + 2. ( - ) Py = +~ -—__l__ 4 f ¢9)+ 3 f y
7 T meo T - 2 oy e e
Beispiele: (1 91)
oo $ 1
a)Fomff T Jo (7)) oy = Io (f qr) ko (Z av)
o 7‘\'11‘3‘ 3
Einerseits ist £(0) = 1/a, £"(0) = -1/a~, so daB
1 4 '
= o ’7'-".)
Fo (ry ar T Z2airs * ¢ :

Andererseits gilt (s. Abramowitz & Stegun, Formeln 9.7.1 und 9.7.2)

I, tw) = 2o {1+ A NI
. = + + =
o Vinro Puw 72Puwt W3 }I (w) lr_,,(z«)- {1"}'»1 0‘(
g 4
7/“'" - —— o
was auf dasselbe Ergebnis filhrt.
oo - Qo
b) Fo{" = f.__‘S_.._._. ,Z,(k*)o/‘t ; e
o Vitiral g0) il
Hier ist f(2m)(0) =0, m=20, 1, ..., so daB keine Entwicklung nach

Potenzen von 1/r existiert, was beil dem exponentiellen Abfall zu

erwarten war.

Die filhrenden Terme der Integrale T1 - T8 lauten damit:
4 2 2 4
1 -~ »BEIIO)T;; BE(o)'r
“ AP 4. “
T =- + r0(E) T = . 2 2.
3 r?3 B;(O)'r"— ree ¢ - 8 (o) 7 + 0 (3),
&
i 6 a
Te = - + 0’( To = + -
5 2 3210)1‘“ >ré /) o B 1oy 74 0-(76))
E (=
Ty = = 5= o T, 2 a
+ = + ) = + O ( ;;).

2 3 ¢
3610)1' 8;(0)4"'
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Mit den Beziehungen aus Abschnitt 1.5.5 ergibt sich damit flir das
Fernfeld aller Komponenten der drei Dipole das in Tabelle 1.4 wie-
dergegebene Verhalten. Das Fernfeld filir den homogenen Halbraum von

Tabelle 1.3 (S. 80) erweist sich dabei als Spezialfall filir B = k.

Abklirzung: B := BE(O)

VMD : - 35 _
— §i =—— s 0(r"%)
o~ 2% B ¥

H -3 m

=7
2 maias t o) (1.161a)

~ -3"‘0/‘40’:
= D 0_ T-—‘
Ee ngi e * ( J
HMD:

é -
E [1- gl s o0

ftz
]

N

“*

W

~ Pt 3 . -,
27T T3 1 g;?j’mhq to(r’)

X
<
3

L
2 2TBrY

(1.761b)

Gy + 0(r6)

E = (e pus . -
M 2n B3 A+ OLrTT)

E‘f= —-;—wfi—? Coyp 4+ o(r"")

HED: ~
- d
T8 3

~

d
2 Br3
3d
2rn 8try
c'wﬂoz -5
W2 T G + O (T
v n 31.’_3 (f )
Eo_ iwmed i o4 O(77)
E‘f T3 r3 S

g p O(TT)

*t:t ¢
1}

L]

cos ¢ 3 o (r"%)

g 4 O(778) (1.161c)

i

=t _%:t(

mi
"

Tabelle 1.4: Fernfeldverhalten (r-|Bl > 1) aller Dipol-Feldkompo-
nenten fir Quelle und Aufpunkt auf der Halbraumgrenze

Im Fernfeld gelten die Ubertragungsfunktionen flir ein quasihomogenes
induzierendes Feld (s. Abschnitt 1.5.2). Aus Tabelle 1.4 folgt, daB

sich die Ubertragungsfunktion flir einen geschichteten Halbraum,
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C := CE(O) = T/BE(O) = 1/B 1in Analogie zu (1.7100b) und (1.105a)
gewinnen 1l&B8t durch

, E, ~
C = o - - = -4 €y . (1.162a)
ro oo ‘WHeHy T om (WA 177
= & H [ Y H (1.1625)
L

Dabei ist Y, H = r—1{ ar(rﬁr) + I He } die Divergenz des horizon-
talen Magnetfeldes.

Der Ubergang zu den asymptotischen Werten von Tabelle 1.4 tritt
zwar flr r IB|> 1 ein, kann sich flir die elektrischen Horizontal-
komponenten aber tatsdchlich erst in groBer Entfernung (im Extrem-
fall einer vollstdndig isolierenden Schicht sogar iberhaupt nicht)
vollziehen. Dies Verhalten, das fliir die dreidimensionale magneto-
tellurische Interpretation von Bedeutung ist, soll hier etwas né&her

untersucht werden.

Wir betrachten das folgende Dreischichtmodell mit einer gutleiten-

den Veckschicht (etwa Sediment oder Meer), n
darunter eine schlecht leitende Zwischen- G da
schicht und zum Abschluf ein gutleitender (

Halbraum (zur EinfachheitG'3 = oo ), Das
Problem tritt dadurch auf, daB wegen der
schlecht leitenden Zwischenschicht die
Stréme weitgehend in der Deckschicht flie- 4 17( drdne
3-00

Ben und wegen der zweidimensionalen Ausbrei-
tung deshalb nur mit r™2 anstelle von r >
abklingen. Obgleich die Ergebnisse fiir dies einfache Modell herge-
leitet werden, gelten sie allgemeiner (z.B. kann die Leitfdhigkeit
in der schleitenden Zwischenschicht tiefenabhdngig sein und auch der
abschlieBende gute Leiter kann geschichtet sein). Deshalb werden im
folgenden meist die allgemeinen Ubertragungsfunktionen beibehalten

(B B etc.), auch wenn flir das obige Modell im Einzelfall einfache

MI El
Ausdriicke gelten.

Aus (1.127) und (1.128) folgt mit (1.15a,b) flir z = O:




E;=——-———— {—'- Qe + 3 COnf cny, (1.163a)
P Qe ¢ 7 Qn f mg (1.163b)

mit
B / &)
(krrda Q (r)= [ Zu " 7 thr) dr
Q. () = J s Y — : (1.164)
E 0-{85(«) t ° A,

Wir wollen QE und QM asymptotisch fir r - <= auswerten.

Da die Ableitungen ungerader Ordnung von (k& + BE)—1 bei &/ =0

Q.
B
nicht verschwinden, existiert eine gewdhnliche asymptotische Entwick-

lung nach S. 87 mit dem Anfang

/ I -~y
.y = - £ O (77D (1.165)
Q. g Tim
Q.: Da B, (x) eine gerade Funktion von 4« ist, existiert nur der er-

M M
ste Term der Entwicklung nach S. 87 und ist wegen B (0) By (0) = k%

M
mit dem ersten Term von QE identisch. Dariberhinaus verschwindet
QM fir r - o= jedoch schneller als jede Potenz, d.h. QM wird exponen-
tiell abklingen. Besonders interesiert die Skalenldnge dieses Ab-
klingvOrganges. Bezeichnet + die Ubertragungsfunktionen an der Ober-

kante der zweiten Schicht (d.h. bei z = d1 + 0) und ist

= /&»—n G, d,'
O
ad.—> ©

der Leitwert der Deckschicht, so folgt aus (1.38) und (1.49a)

v, 32

G, +z 8 ' (1.166a,b)

BE = 3; rwhoT ) BH =

Flir das obige Modell ist nach (71.49a) mit <y5 = ,? 4 i“’uocb

* .
8,4 () = & Zanh (%) ~ ogld, = Cwu, G A, it = B o) 440y

Die N&herung gilt flr \M2d2|<<1, d.h. flir eine nicht zu dicke schlecht-
leitende Zwischenschicht und eine relativ kleine Wellenzahl %«

Damit wird




f-
Bﬁ 2 ! B (x) - 8, o) G, . By, (m)- Bl ¢to)
*; Cwho G 4T Bk 4,2 who [, + T BT ()] 0y + T8 (k)
B, (o G2 Kt
}2"1. l‘w/‘O[rlferrto)J Kt # L;l (1.167)
mit
Lz T d,
Nun ist
+ / /
gh [0) - = -
kl T 85{0) 3
i (1.52) - -~
b 2 8, (o) Be (2 & <
[ = = = = =
6, +T B, (o)(uc“) G a; (I.J:z) BE: 0) X cr
so dafBl aus (1.167) und (1.168) folgt
Ck) + 2
B0 (878 ) £ (1.169)
1§ . -
'/2‘ 1 o s T ot o+ LQ
L = (8/8)Td/e = (B/BTS = /)T (1.170)
wobei
4,
;= /f(e)a/e = fd = /63
d (1.171)
der integrierte spezifische Widerstand ist. Fiir das betrachtete
Modell gilt
Bt =a/d, , B= 8" tiwuez = ald, + rwh,i (1.172)
Mit dem Integral
o= 2
X L Gx)edx = @ k,(35)
Io) Xttaqt
(Abramowitz & Stegun, Formel 11.4.44) folgt aus (1.169) und (1.164)
abschlieBend
/ */
@ () = &/8) k, (r/Le).
8 (whs TLg (1.173)
Wegen (s. (1.76a,b))
w—/ ) h - o
K, (w) = {(l—w;,)‘/‘e—‘w et = oo

2




- 92 -

ergeben sich aus (1.173), (1.165) und (1.163) die Grenzfille

1

a) r»max(iBl ', ILJ );
/
C%(f) o~ E;:‘J
~ ‘wﬂo; /
E ¢r) : (n P,
: 'zrr _ 3%y ) (1.174a)
E (r) ~ ZLwthed , 2 :
¢ ) = 2T (3‘,‘3 ) e
b) IBI_1<< r << lLaI:
' 2t /
R (r) ~ ——(/1‘- : ) = : = v
” 8+ fwhol (:‘I“‘) 77
~ - ~— /’w,“ai 3+ / CU) )
E o= 28 [ gt t e 4 7 (1.174b)
E (v) =~ (whod - g’ =2 f
¢ _“zzz' S sl B e Fir3

Der kritische Fall b) wird bei sehr schlecht leitender Zwischen-

schicht eintreten, da dann mit dem integrierten spezifischen Wider-

stand ¢ auch ILaI beliebig groB werden kann. Fiir G} = 0 wird lLa[ = oo
und E £fd4llt nur mit r_2 ab. Eine Ausnahme bildet hier nur der Fall

d2 = oo , d.h. ein isolierender Halbraum in z » 0, da dann nach (1.172)
BT = 1/d2 = 0. Flir dies Grenzmodell ergibt sich wieder der r_B—Ab—
fall.

Die Entfernung |La), ab der die Fernfeldndherung gilt, heiBit Gleich-

gewichtsentfernung (engl. "adjustment distance" oder "equilibration

distance"). Zwischen La und C = 1/B besteht nach (1.170) die Bezie-
hung
. o 247 6 Ay
![ /Clz__ ¢T - Go o (’.,_Q_) S
a - * &, 4 BN/}
1C ¢t 2 A (1.175)
mit a := aJudtdz. Die rechte Seite ist das Verhdltnis der integrier-

ten Leitf&higkeiten von erster und zweiter Schicht. Fiir La selbst

gilt

1L,]" = T

-y ¥r, a <<
-C_I .—.(rt(/na‘)‘,, { - / (1.176)
C'I‘

= as>)
w/“odz w/“bo—i

Die Fig. 1.8 zeigt als Beispiel das Verh&ltnis wvon wahren und asym-
ptotischen Feldwerten (Index "as") flir ein Dreischichtmodell als

Funktion der Entfernung. (Im Gegensatz zum oben betrachteten Modell
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Fernfeldverhalten der Horizontalkomponenten eines HED beli einer
Feldkomponenten ihr asymptotisches Verhalte
2

20
schlecht leitenden Zwischenschicht. Wdhrend sich die Magnetfeldkomponenten
relativ schnell ihrem asymptotischen Verhalten

ndhern,

nehmen die E-

("as")
eg erst in Entfernungen der Gr&Ben-
ordnung (£, /€))7 |C| an. Davor liegt ein r “-Abfall, so daB die hier darge-
stellten Vérhdltnisse in diesem Bereich linear ansteigen.

€6
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hat hier die dritte Schicht eine endliche Leitf&higkeit.) Wdhrend

~

H_ und ﬁq unabhidngig von 5;/f1 = V}/“’ bereits fiir r/ICl~ 5 ihren

2
asymptotischen Wert erreichen, tritt dies fiir Er und E? wesentlich
spdter ein. Mit d1 = 0.5 Dy d2 = Py (p1 = Eindringtiefe der er-
sten Schicht) ist a = cuuo€1d1d2 = 1, so daB hier

L,/C| ~ o.¢4 (h/8)™

L

Gl. (1.174b) 14Bt erkennen, daB der StorfeldeinfluB auf E} doppelt

so groB ist als auf E;.

1.6.2 Fernfelddarstellung durch Spiegelguellen in komplexer Tiefe

Das im vorigen Abschnitt abgeleitete Fernfeld fir die drei Dipole
148t sich fir die aus der TE-Mode abgeleiteten Komponenten durch
Spiegelquellen in komplexer Bildtiefe gewinnen. Im (« ,k)-Bereich
lautet fE(z,5,a/) im Lufthalbraum z 4 0 flir eine Quelle in der HOhe
z = -h, h>»0, etwa nach (1.121)

-~ kol 24/ (7)) ~ (Z-h)
foaz, o) = At {e I }. (1.177)
Bztn) tx
Wir versuchen nun, den zweiten Term (=innerer Anteill) durch einen

Ausdruck vom Typ eXp{k(Z - E)} darzustellen. Mit (1.159) ergibt

sich fiir kleines &

2k
85{")

3
Bg (k) -k - ] - 2k - 2k r O(R) = 2xp {..

f+ owe?.
B, () the B2 BE’ (o)

Mit C = 1/B = 1/BE(O) lautet deshalb (1.177) im Grenzfall #£-0

—kc {2¢h] k(2-4-~2¢)
,csze,_;_c,w:/lcg,w{e _e } (1.178)

d.h. das Sekundidrfeld 188t sich approximativ darstellen durch eine

Spiegelquelle in der komplexen Tiefe E(w) = h + 2C(w). Dies ist
eine Verallgemeinerung des exakten Spiegel- t ______ 2=-4
prinzips, das nur flir ideale Leiter anwend- = _ _ _ e 2so
bar ist: Besteht der Leiter nur aus einem

idealen Leiter in der Tiefe z__ , so ist 2=t
C =12z_; zu einem Quellpunkt bei z = -h ge-

hért eine Spiegelquelle in der Tiefe z = ? _____ 2zhi2e

h+ 2z =h+ 2 C. Wenn der Leiter eine
endliche Leitfdhigkeit besitzt, gilt das Spiegelprinzip nur noch

approximativ, die komplexe Bildtiefe sorgt fiir die Phasenverschiebung
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des sekunddren Feldes. Im Kapitel 2 wird gezeigt daB der Realteil
von C eine eine monoton steigende Funktion der Periode ist, so daB
sich die Spiegelquellen mit wachsender Periode in gr&Bere Tiefen
verlagern.

Beispiele:

a) Vertikaler magnetischer Dipol (VMD) auf Halbraumgrenze

Die Ubertragungsfunktion des halbraums sei C = 1/B. Der in Gegen-
richtung orientierte Spiegeldipol liegt in der Tiefe h = 2C(w).
Alle Feldkomponenten werden von der TE-Mode abgeleitet. Allgemein

lauten die Komponenten eines VMD mit Quellkoordinaten r = 0, z = Z
und dem Moment WM = # g im Vakuum:
~ B Jv(2-30) ~ g 322t - RE ~ Cwpo 1 o
H =2 —— —2_, H, = . , E? E—— 7
Y 4r R 2 4r RS 4an R3
mit R?2 = r? + (z —zo)z. Daraus ergibt sich das Fernfeld mit r/|C| > 1:
~ o m Jr(-2¢) 3, C
r = 41 ('rlf--',ccl)""l - 2T +4 !
~ ,';" ~ 2 ~ 2 2=0
//1- - - M FLCl ~ 2 A C ,
_— ==
43 4 (rithgtyon — 2T &
é.- - Cwlen i # Cew lug #y 3w ko M ct
¢ 4t 4r (r?r 4 OV - R ~ & '

b) Horizontaler elektrischer Dipol (HED) auf Halbraumgrenze

Nur das Magnetfeld 1Bt sich aus der TE-Mode ableiten. Mit dem

Stromsystem von S. 59 und 84/85 gilt

Lat\ 4

A
4
I A ¥

> %

o \./........

A

L1, T2 (——]
r4

Gesamtstrom

Primdrstrom + Spiegelstrom

Die resultierende rechteckige Stromschleife der Breite 4Ax und der
Tiefenerstreckung 2C mit dem Strom T entspricht im Fernfeld einem

magnetischen Dipol mit dem Moment
A N
A - - Fax-2c¢y = —2¢cd Yy

am Ort x =y = 0, z = C. Das zugehSrige Magnetfeld betr&dgt deshalb

mit R? = r?2 + (z - C)?
5 & dc L 4l glzomd
ﬁ[:)=vv'(4ﬂrrz Y Vo lx) = 2r v R3 ))
bzw. in Komponenten fiir z = 0 und r/[C| >> 1:

S -~ ~ o ~ ~Cz
~ dC . 7, - 4a - - 3d —
//ﬂ_ = - An e, ¢ Fry Cntf , /'/a, ~__—_—“th7'" Vil 8







